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Аннотация. Исследована краевая задача для аналитических функций с краевым условием на замкнутой кривой, 
расположенной на комплексной плоскости. Задача относится к типу обобщенных краевых задач Римана. В краевом 
условии присутствуют производные искомых функций. Задача редуцирована к обычной краевой задаче Римана  
и линейным дифференциальным уравнениям. Решение построено в замкнутой форме. Указано приложение решен-
ной задачи к гиперсингулярным интегро-дифференциальным уравнениям.
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Abstract. The boundary-value problem for analytical functions is investigated. The boundary condition is placed on  
a closed curve located on the complex plane. The problem belongs to the type of the generalized Riemann boundary-value 
problems. The boundary condition contains derivatives of the required functions. The problem is reduced to the usual 
Riemann problem and linear differential equations. The solution is built in closed form. The application of the solved problem 
to integro-differential equations is indicated.

Keywords: Riemann boundary problem, hypersingular integrals, generalized Sokhotsky formulas, integro-differential 
equations

For citation: Shilin A. P. Riemann’s differential boundary-value problem and its application to integro-differential equa-
tions. Doklady Natsional’noi akademii nauk Belarusi = Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2019,  
vol. 63, no. 4, pp. 391–397 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-8323-2019-63-4-391-397

Введение. Краевые задачи для аналитических функций и связанные с ними сингулярные 
интегральные уравнения имеют богатые приложения в теории упругости, электродинамике, те-
плопроводности и других разделах физики и математики. Исследованная в настоящей работе 
краевая задача относится к обобщенным краевым задачам Римана с производными в краевом 
условии. От иных подобных задач [1, с. 365–375], для которых проводились разноплановые ис-
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следования, ее отличает конструктивное построение решения. Кроме того, обобщенные форму-
лы Сохоцкого
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содержащие интегралы в смысле конечной части по Адамару и доказанные Э. И. Зверовичем [2], 
позволяют сведением к этой задаче решать интегро-дифференциальные уравнения. Изучение 
подобных (гиперсингулярных) интегро-дифференциальных уравнений начато недавно [3; 4]  
и, как нам представляется, здесь следует ожидать много новых интересных и важных резуль- 
татов.

Постановка задачи. Обозначим через L простую гладкую замкнутую кривую на расширен-
ной комплексной плоскости. Пусть D± – области, для которых кривая L является границей, 
0 , .D D+ -∈ ∞∈  Ориентируем кривую L так, чтобы при движении по ней в положительном на-
правлении область D+ оставалась слева.

Пусть , .m n∈  В области D+ зададим аналитические функции 1 2( ), ( ), , ( ),mp z p z p z  H-не-
прерывные вплоть до кривой L вместе со своими производными до порядка m включительно.  
В области D- зададим аналитические функции 1 2( ), ( ), , ( ),nq z q z q z  H-непрерывные вплоть до 
кривой L вместе со своими производными до порядка n включительно. Зададим также H-не-
прерывные функции ( ) 0, ( ), .G t g t t L≠ ∈  

Будем искать функции ( ),z±Φ  аналитические в соответствующих областях ,D±  по краевому 
условию 

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m n

m n

m m m n nm n n
m n

p t p t p t t q t q t q t t
p t p t p t t q t q t q t t

G t g t t L

p t p t p t t q t q t q t t

+ -

+ -

-+

Φ Φ
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Φ Φ

= + ∈

Φ Φ

 

 

         

    

(2)

предполагая, что все указанные в этом условии предельные значения на кривой L искомых функ-
ций и их производных должны существовать и быть H-непрерывными.

Договоримся обозначать буквой W вронскиан функций, указывая в скобках сами функции  
и их аргумент. Например, те определители, которые фигурируют в краевом условии (2), – это 
вронскианы 1 2( , , , , ; ),mW p p p t+Φ  1 2( , , , , ; ).nW q q q t-Φ  Будем в дальнейшем считать, что 

1 2( , , , ; ) 0, ;mW p p p z z D L+≠ ∈   1 2( , , , ; ) 0,nW q q q z ≠  ( ) \{ }.z D L-∈ ∞

Вспомогательные факты. Л е м м а 1. Пусть 2, 3, .n =   Справедливо неравенство 0,D >  где 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Элементы определителя D обозначим ,rsd  , 1, 2, , 1,r s n= -  
( 1)!.rsd r s= + -  Для n = 2 утверждение леммы очевидно. Считаем далее n > 2. 

Пусть 1 2 1, , , ns s s -  – какая-либо нечетная перестановка чисел 1, 2, , 1,n -  и пусть числа is   
и js  находятся в этой перестановке в инверсии, т. е. , .i ji j s s< >  Сделав транспозицию чисел is   
и js  в этой перестановке, получим четную перестановку чисел 1, 2, , 1.n -  

Одним из слагаемых, получающихся при вычислении определителя D, будет взятое со зна-
ком «минус» произведение 1 11 1 1,... ... ... ;i j ns is js n sA d d d d  еще одним слагаемым будет взятое со 
знаком «плюс» произведение 1 12 1 1,... ... ... .j i ns is js n sA d d d d --=  При этом получим
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Разбивая все слагаемые, получающиеся при вычислении определителя D, на пары вида 
2 1,A A-  приходим к утверждению леммы.

Пусть для функций ( ),jq z  указанных в постановке задачи, справедливы следующие разложе-
ния в ряды Тейлора в окрестности бесконечности:
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Л е м м а 2. При z →∞ 21 2
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Д о к а з а т е л ь с т в о. При n = 1 утверждение леммы очевидно. Считаем далее n > 1. 
Запишем выражение для вронскиана в окрестности бесконечности:
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Представим этот определитель в виде надлежащей суммы таких определителей, элементами ко-
торых будут только отдельные слагаемые элементов приведенного определителя. Получим
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Здесь 1 2 1, , , ns s s -  – перестановка чисел 1, 2, , 1,n -  а сумма распространяется на всевоз-
можные перестановки этих чисел. Все определители под знаком суммы имеют относительно 1

z
 

одинаковую степень, равную 2
1 2 1( 1) ( 2) ( 1) .ns s s n n n-+ + + + + + - = -  Остальные определите-

ли, обозначенные многоточием, очевидно, равны нулю либо будут иметь более высокую степень 

относительно 1 .
z

 Тем самым равенство 21 2
1( , , , ; )n

n n
W q q q z O

z -

 
=   

 
  при z →∞ обосновано.

Теперь в определителях, стоящих под знаком суммы в (3), вынесем за знак определителей 
общие множители всех строк. Все оставшиеся в результате определители будут отличаться от 
определителя Δ разве что порядком строк. Переставив строки, сделаем все определители равны-
ми Δ; при этом учтем возможное изменение знаков перед определителями, зависящее от четно-
сти или нечетности перестановки 1 2 1, , , .ns s s -  После этого сумма указанных в (3) определите-
лей станет равной 
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где 0,σ =  если соответствующая перестановка четная, и 1,σ =  если перестановка нечетная.
Сумма в (4) есть сумма слагаемых, дающая по определению значение определителя 
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Умножая и деля элементы j-го столбца определителя (5) на ( 1)!, 2, 3, ..., 1,j j n- = -  этому 

определителю легко придать вид ,
1!2!...( 2)!

D
n -

 где 0D ≠  согласно лемме 1. 

Теперь понятно, чему при 0∆ ≠  равно значение числа k из формулировки леммы:
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Лемма 2 доказана. В дальнейшем считаем 0.∆ ≠
Основной результат. Введем новые неизвестные функции

 1 2 1 2( ) ( , , , , ; ), ( ) ( , , , , ; ).m nF z W p p p z F z W q q q z+ + - -= Φ = Φ    (6)
Очевидна правомерность написания значков «±» у этих функций, говорящая, как обычно, об 

их аналитичности в соответствующих областях D± и наличии H-непрерывных предельных зна-
чений ( ), .F t t L± ∈  Кроме того, из леммы 2, примененной к функциям 1 2( ), ( ), ..., ( ), ( ),nq z q z q z z-Φ  

вытекает, что при z →∞ 2( 1) ( 1)

1( ) .
n n

F z O
z

-
+ - +

 
=   

 
Краевое условие (2) станет краевым условием задачи Римана

 ( ) ( ) ( ) ( ), .F t G t F t g t t L+ -= + ∈   (7)
Если задача (7) окажется разрешимой и функции ( )F z±  будут найдены, то соотношения (6) 

станут линейными неоднородными дифференциальными уравнениями для нахождения функ-
ций ( )z±Φ  и могут быть решены, например, методом вариации произвольных постоянных.

Введем дальнейшие обозначения: Ind ( );LG tα =  ( )X z±  – канонические функции задачи Рима-
на (7); 1 2( ) ( , , ..., ; ),mW z W p p p z+ =  1 1 1( ) ( , ..., , , ..., ; ),j j j mW z W p p p p z+

- +=  1, 2, ..., , ,j m z D+= ∈  (по-
лагаем 1 ( ) 1W z+ =  при 1m = ); 1 2( ) ( , , ..., ; ),nW z W q q q z- =  1 1 1( ) ( , ..., , , ..., ; ),j j j nW z W q q q q z-

- +=  
1, 2, ..., , ,j n z D-= ∈  (полагаем 1 ( ) 1W z- =  при 1n = ).
На основании формул Ф. Д. Гахова [1] решения задачи Римана и формул метода вариации 

произвольных постоянных (напр., [5, с. 94]) получен следующий результат.
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Т е о р е м а. При 2 1n nα ≥ + -  задача (2) разрешима безусловно. При 2 1n nα < + -  для ее раз-
решимости необходимо и достаточно выполнения условий 
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При разрешимости задачи (2) ее решение дается формулами 
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где 1 2, , ..., m nC C C +  – произвольные постоянные, 

 1 ( )( ) ( ) ( ) , ,
2 ( )( )L

g dF X P D
i X± ± ±

+

 τ τ
ζ = ζ + ζ ζ∈ π τ τ - ζ 

∫  

( )P ζ  – многочлен степени 2n nα - -  с произвольными коэффициентами при 2 1,n nα > + -  ( ) 0P ζ =  
при 2 1.n nα ≤ + -
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  то будет получаться 
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поэтому интегралы в (8) будут сходиться и давать аналитические функции.

Приложение к интегро-дифференциальным уравнениям. К (2) может быть сведено инте-
гро-дифференциальное уравнение 
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с интегралами в смысле конечной части по Адамару. Здесь ( ) 0,a t ≠  ( ) 0,b t ≠  ( )f t  – заданные 
Н-непрерывные функции, а ( )tϕ  – искомая Н-непрерывная функция, имеющая Н-непрерывные 
производные до порядка max( , )m n  включительно, .t L∈

Введем интеграл типа Коши

 1 ( )( ) , .
2 L

dz z D
i z± ±

ϕ τ τ
Φ = ∈

π τ -∫
Уравнение (9) можно записать сначала в виде
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а затем, используя при 0,1, ..., max( , )j m n=  обобщенные формулы Сохоцкого (1), в виде краевой 
задачи (2), где ( ) ( )( ) , ( ) .

( ) 2 ( )
b t f tG t g t
a t a t

= =

Далее вступает в силу сформулированная теорема. Если возникшая краевая задача (2) ока- 
зывается разрешимой, то будет разрешимым и уравнение (9). Важно отметить, что теперь при 
решении задачи (2) следует учитывать условие ( ) 0,-Φ ∞ =  поскольку функция ( )z-Φ  представ- 
лена интегралом типа Коши. Учет этого условия легко осуществляется и приводит к тому, что 
произвол постоянных 1 2, ,..., ,m m m nC C C+ + +  входящих в (8), будет ограничен требованием 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0.m m m n nC q C q C q+ + +∞ + ∞ + + ∞ =  Если решение задачи найдено, то решение уравне-
ния (9) находится по формуле ( ) ( ) ( ).t t t+ -ϕ = Φ -Φ

Заключение. В замкнутой форме решена краевая задача (2) для аналитических функций. 
Указан способ решения интегро-дифференциального уравнения (9) сведением к этой задаче.
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