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Аннотация. Определены условия обращения в ноль коэффициентов отражения плоских волн ТМ, либо ТЕ по-
ляризации для диссипативной структуры пленка–подложка. С их использованием установлены возможности макси-
мизации чувствительности измерений методом терагерцовой спектроскопии концентрации протеина в водном рас-
творе и получено аналитическое решение обратной оптической задачи об определении комплексной диэлектрической 
проницаемости и толщины слабо поглощающей пленки, находящейся на слабо поглощающей подложке.
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Введение. Классический закон Брюстера утверждает равенство нулю коэффициента отраже-
ния pr  плоской волны ТМ поляризации при ее падении на плоскую границу раздела двух одно-
родных сред с вещественными диэлектрическими проницаемостями ae  и se  со стороны среды  
с диэлектрической проницаемостью ae  под углом 1arctg ,s ab -= e e  называемым углом Брюстера 
[1]. В присутствии поглощения в средах и при отклонении границы раздела от идеальной пло-
ской геометрии данный закон строго не выполняется, но если указанные факторы не велики, то 
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отражательная способность 2
pr  имеет минимум при угле падения 1arctg[ Re (Re ) ],b s a

-θ ≈ e e  
который называется псевдобрюстеровским углом [2–4]. Использование в экспериментах углов 
падения, близких к ,bθ  приводит к возбуждению моды Ценнека [5], благодаря чему длина взаи-
модействия излучения с границей раздела значительно превосходит длину волны излучения.  
В результате значения ,bθ  2( )p br θ  и отношение ( ) / ( )p b s br rθ θ  ( sr  – коэффициент отражения пло-
ской волны ТЕ поляризации) оказываются весьма чувствительными к параметрам границы раз-
дела [2–4]. Это объясняет широкое использование псевдобрюстеровских углов при решении об-
ратных задач эллипсометрии и спектрофотометрии поверхности [2–4]. Однако при наличии 
значительного поглощения электромагнитного излучения средами, как это имеет место в тера-
герцовом (ТГц) диапазоне частот, а также при оптическом зондировании пленочных структур 
псевдо-брюстеровский угол утрачивает практическое значение. В частности, в последнем слу-
чае он не может быть задан однозначно. С целью эффективного решения обратных оптических 
задач для диссипативных пленочных структур естественно попытаться определить возможно-
сти реализации в них закона Брюстера.

В настоящем сообщении сформулированы условия выполнения строгого закона Брюстера 
для диссипативной структуры пленка–подложка. Под данным законом понимается равенство 
нулю коэффициентов отражения плоских волн ТМ, либо ТЕ поляризации, падающих на струк-
туру под определенными углами (углами Брюстера). На этой основе установлены возможности 
максимизации чувствительности измерений методом ТГц спектроскопии концентрации протеи-
на БСА в водном растворе и получено аналитическое решение обратной оптической задачи об 
определении комплексной диэлектрической проницаемости и толщины пленки, расположенной 
на подложке в случае слабо поглощающих сред.

Основная часть. Рассмотрим отражение монохроматических плоских волн с зависимостью 
от времени exp( 2 )i f tπ  от структуры пленка толщины d – подложка. Излучение падает на струк-
туру под углом θ со стороны воздуха с диэлектрической проницаемостью 1.ae =  Пленка и под-
ложка имеют комплексные диэлектрические проницаемости fe  и .se

Стандартным матричным методом [1] могут быть получены выражения
 1

, , , ,p s p s p sr F -= Φ  (1)

 1 1 1
0 0, [1 ( ) ]cos( ) [ ( ) ( ) ]sin( ),p p s a a s s f s a a fF h h k d i h h k d- - -Φ = e e s + e se se e s   (2)

 1 1 1
0 0, (1 )cos( ) ( )sin( ),s s s a s aF h h k d i h h k d- - -Φ = s + s s s   (3)

где 2
, , ;a s a sh = e - b  2

fs = e - b  ( ,Re( , ) 0a sh s ≥ ); sin ;ab = e θ  1
0 2k f c -= π  – волновое число ва-

куума; c – скорость света. 
Выполнение закона Брюстера для ТМ, либо ТЕ волн эквивалентно условиям 0,pF =  либо 
0.sF =  Переходя в данных комплексных выражениях к обратным тригонометрическим функци-

ям, приходим к двум вещественным уравнениям
 ,kL R=  (4)
 0 Re ,kk d Rs =  (5)

где  Re[Arctg( )];kR z=  1Re (Im ) Im[Arctg( )];L z-= s s

 1 1 1 1 2 1 1( ) [( ) ( ) ]s s a a f f a s a sz i h h h h- - - - - -= e - e se se - e e  (ТМ волны), (6)

 2 1( ) [ ]s a a sz i h h h h -= - s s -  (ТЕ волны), (7)

и выбраны ветви бесконечнолистной функции Arctg( )z

 2 21Re[Arctg( )] 0,5{arctg[2 (1 ) ] sign( )H( 1)} ,z x z x z k-= - + π - + π  (8)

 2 2 2 2 1Im[Arctg( )] 0,25ln{[(1 ) ][(1 ) ] },z y x y x -= + + - +  (9)

где Re( );x z=  Im( );y z=  H( ) 1a =  при 0,a ≥  H( ) 0a =  при 0,a <  0,1, ....k =
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Предположим вначале, что частота f фиксирована. Тогда ключевую роль при исследовании 
закона Брюстера играет решение относительно b уравнения (4), свойства которого определяются 
значениями fe  и .se  Последующее обращение в тождество уравнения (5) сводится к прямому 
расчету d.

Исследование функции ( )L b  для ТМ волн показало, что она имеет единственный положи-
тельный максимум при 1Re( )[Re( )] ,m a f a f

-b = b = e e e + e  которому соответствует псевдобрю-
стеровский угол для границы раздела воздух–материал пленки. Значение ( )mL b  монотонно воз-
растает по мере уменьшения Im ,fe  причем ( ) ,mL b → ∞  если Im 0.fe →  Как правило, в пред  - 
ставляющих практический интерес ситуациях ( ) 0,5 .mL b >> π  В диапазоне 0 m≤ b < b  функция 

( )L b  является монотонно возрастающей, а в диапазоне 1mb < b ≤  – монотонно убывающей. При 
этом (1) 0,L <  а знак (0)L  зависит от fe  и .se  В частности, при рассмотрении слабо поглощающих 
сред из (9) может быть получена оценка

 (0) Re( ) Re( )Re( ),f a sL = e - e e  (10)

где равенство (0) 0L =  соответствует просветляющему покрытию [1].
Функция ( )L b  для ТЕ волн является монотонно убывающей. Ее максимальное значение (0)L  

совпадает с (0)L  для ТМ волн, а (1) 0.L <
Функции ( ),kR b  относящиеся как к ТМ, так и к ТЕ волнам, удовлетворяют неравенствам 

( 0,5) ( ) ( 0,5)kk R k- π ≤ b ≤ + π (см. (8)). Функция ( )kR b  для ТЕ волн непрерывна, а для ТМ волн 
она имеет единственный разрыв первого рода в окрестности .mb = b

Из перечисленных свойств функций ( )L b  и ( )kR b  следует, что при рассмотрении ТМ волн 
существуют два конечных дискретных набора решений уравнения (4) ,bb = b  определяющих 
углы arcsin( )bb = b  и толщины пленки d, для которых выполняется закон Брюстера. Один из них 
(набор 1) относится к области 0 ,m≤ b < b  а другой (набор 2) – к области 1.mb < b ≤  Данные наборы 
соответствуют значениям k в (8), находящимся в диапазонах ( ) ( )

maxmin ,j jk k k≤ ≤  где j – номер набора, 
( ) 1
max int[ ( ) 0,5 ] 1,j

mk L -≤ b π - +  где int(...) означает выделение целой части числа; (2)
min 0,k ≥  а (1)

mink  за-
висит от (0)L : (1)

min 0k ≥  при (0) 0,L ≤  (1)1 1
minint[ (0) 0,5 ] 1 int[ (0) 0,5 ]L k L- -π - + ≥ ≥ π -  при (0) 0.L >  

Диапазон толщин пленки, в котором возможно выполнение закона Брюстера, определяется нера-
венствами 
 min max ,d d d≤ ≤  (11)

где ( )
min minmin ( , ),j

j
d d k f=  ( )

max maxmax ( , ),j
j

d d k f=  а функция ( , )d k f  рассчитывается на основании 

(5) после нахождения ( , )k fb  из (4).
В случае ТЕ волн возможность выполнения закона Брюстера определяется величиной (0).L  

При (0) 0L <  данный закон не выполняется, так как при условии (7) уравнение (4) не имеет кор-
ней ,b  для которых толщина пленки положительна. При (0) 0L ≥  для ТЕ волн существует един-
ственный дискретный набор углов Брюстера и толщин пленки, который дополняет набор 1 углов 
Брюстера для ТМ волн со стороны меньших значений b и d. Он соответствует номерам k в (8), 
находящимся в диапазоне min max ,k k k≤ ≤  где min 0,k ≥  1

max int[ (0) 0,5 ] 1.k L -≤ π - +  Теперь в нера-
венствах (11) min min( , ),d d k f=  max max( , ).d d k f=

Точные значения ( )
min ,jk  ( )

max ,jk  min ,k  maxk  должны устанавливаться путем проверки существова-
ния решений уравнений (4), (5) для каждой конкретной структуры.

Сказанное иллюстрирует рис. 1, который относится к ТГц диапазону частот. Расчеты выполнены 
для пленок высокоомного кремния ( 11,56 0,034f ie = -  [6]) и полипропилена ( 2,247 0,0036f ie = -  
[7]), контактирующих с водой, которая играет роль подложки. Для задания se  использована дис-
персионная модель водного раствора БСА [8]

 1 1 2 12,5 75(1 0,0013)(1 19 ) 1,47(1 0,46 ) 32(28,09 5,35 ) ,w C i f i f f i f- - -e = + - ⋅ + π + + π + - +

где C – концентрация БСА в г/л, а f берется в ТГц. Рис. 1 соответствует C = 0 г/л.
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При f = 0,5 ТГц 4,689 3,317.w ie = -  Таким образом, кривые 1 и 2 на рис. 1, а относятся к слу-
чаю (0) 0L >  (см. (10)). Для них (0) 205,16,L =  0,83187,mb =  ( ) 2966,8,mL b =  (1)

min 65,k =  (2)
min 1k =   

( min 226,72d =  мкм), (1),(2)
max 945k =  ( max 22,7d ≈  см) (ТМ волны), min 0k =  ( min 97,25d =  мкм), max 64k =  

( max 12,9d ≈  мм) (ТЕ волны). Следовательно, для полипропиленовой пленки, контактирующей  
с водой, закон Брюстера может быть выполнен как для ТМ, так и для ТЕ волн. Иная ситуация 
имеет место при использовании кремниевой пленки. Согласно (10), кривые 3 и 4 на рис. 1, а соот-
ветствуют (0) 0,L <  т. е. углы Брюстера для ТЕ волн не существуют. В то же время здесь реализу-
емы оба из указанных выше наборов углов Брюстера для ТМ волн, поскольку (0) 290,83,L = -  

0,95936,mb =  ( ) 1790,2,mL b =  (1)
min 0,k =  (2)

min 1k =  ( min 9,64d =  мкм), (1)
max 570,k =  (2)

max 569k =  ( max 5,2d ≈  
max 5,2d ≈  см).

На рис. 1, b представлены зависимости ( , )b k f  и ( , ),d k f  для ТМ волн, которые соответствуют 
набору 1 решений уравнений (4), (5) для пленок кремния, контактирующих с водой. Практиче-
ский интерес представляет определение углов Брюстера при заданной толщине пленки. Из 
рис. 1, b следует, что существует дискретный набор таких углов, причем каждому из них соот-
ветствует вполне определенная частота излучения.

Рассмотрим применение углов Брюстера для решения обратных оптических задач.
Одной из востребованных в микробиологии и медицине разновидностью ТГц сенсоров явля-

ются сенсоры состава водных растворов. Однако их создание затруднено сильным поглощением 
ТГц излучения водой [9]. Покажем, что это ограничение можно преодолеть, используя закон 
Брюстера.

При ТГЦ спектроскопии раствора во временной области с использованием структуры плен-
ка–раствор (последний служит подложкой) определяется спектр отношений (0)/ ,p pr r  либо 

(0)/ ,s sr r  где ,p sr  – коэффициенты отражения в присутствии исследуемой примеси концентрации 
C, (0)

,p sr  – эти же коэффициенты при C = 0. В качестве критериев чувствительности сенсора рас-
твора примем производные

 

0( / ) ,CC =∂ρ ∂  0( / ) ,CC =∂ϕ ∂  (12)

где   причем

 (0) 1
0 0 , , 0( / ) ( / ) ( ) ( / ) .C C p s p s CC i C r r C-

= = =∂ρ ∂ + ∂ϕ ∂ = ∂ ∂  (13)

      
                                                                 a                                                                           b

Рис. 1. а – Зависимости ( )L b  на частоте f = 0,5 ТГц для полипропиленовой (1, 2) и кремниевой (3, 4) пленок, контакти-
рующих с водой. Кривые 1, 3 – ТМ; 2, 4 – ТЕ волны. Штриховая линия – нулевой уровень L; b – Решения уравнений 

(4), (5) (набор 1) для пленок кремния: кривые 0–4 – ( , ),d k f  0′–4′ – ( , ),b k f′  номера кривых совпадают с k и k′

Fig. 1. a – Dependencies ( )L b  at f = 0.5 THz for the polypropylene (1, 2) and silicon films contacted with water. Curves 1, 3 – 
TM; 2, 4 – TE waves. Dashed line – zero level of L; b – Solutions of equations (4), (5) (set 1) for silicon films: curves 0–4 – 

( , ),d k f  0′–4′ – ( , ),b k f′  the numbers of the curves coincide with k and k′
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Из (13) видно, что чувствительность сенсора резко 
возрастает при работе в окрестности углов Брюстера, 
где (0)

, 0.p sr →
Пусть сенсор представляет собой кремниевую плен-

ку толщиной d = 210 мкм, контактирующую с водным 
раствором БСА. Для такой структуры в диапазоне ча-
стот  существуют 4 угла Брюстера 
для волн ТМ поляризации из набора 1 (рис. 1, b). Рас-
чет модулей критериев (12) на основании (1) показал, 
что ценой их резкого роста при bθ →  является суже-
ние интервала частот, где этот эффект наблюдается. 
Это может породить проблемы с ТГц спектроскопией, 
поскольку разрешающая способность реальных спек-
троскопов ограничивается длиной линии задержки ла-
зерных импульсов и обычно не превосходит 0,001 ТГц. 
Преодоление данного ограничения возможно за счет 
огрубления чувствительности измерений путем неко-
торого отклонения угла θ от b. Например, при исполь-
зовании угла 64,5θ = ° вместо 64,422 ,bθ = = °  которо-
му соответствуют 0,2537f =  ТГц, 1k k ′= =  (рис. 1, b) 
реализуются спектры ( ),fρ  ( ),fϕ  (0) ,pr  приведенные 
на рис. 2. Измерение данных спектров ( ),fρ  ( )fϕ  с по-
следующим определением C осуществимо методом 
ТГц спектроскопии во временной области [8].

Обратимся теперь к решению актуальной в оптическом диапазоне частот обратной задачи об 
определении диэлектрической проницаемости и толщины слабо поглощающей пленки, находя-
щейся на слабо поглощающей подложке с известной диэлектрической проницаемостью. Для та-
кой структуры углы Брюстера и частоты, на которых выполняется закон Брюстера, могут быть 
измерены методами спектральной эллипсометрии, либо спектрофотометрии.

Из (9) следует, что при условиях  уравнение (4) может иметь решения только  
в двух противоположных ситуациях: при 1,y >>  либо при 1.y <<

Пусть 1.y >>  Как уже отмечалось, если оценка (10) дает (0) 0,L ≤  то углы Брюстера суще-
ствуют только для ТМ волн. В этом случае из (4)–(6), (8), (9) получаем с точностью до величин 
второго порядка малости относительно Im fe  и Im se :

 2 1Re 0,5 (1 1 4 ),f b
-e = ζ + - b ζ  (14)

 1 1 1 3Re ( ) 0,25 (2 1) Im Re ( Re ) ,a s a s f f a a s sh h k h h- - - -′ ′ ′ ′ζ = e e - π + e e e - e s  (15)

 1
1(2 1) (4 ) .d k c f -′= + s  (16)

Здесь 2Re ;s s bh′ = e - b  2Re ;f b′s = e - b  k – целое число, ближайшее к 1
1 0,5,f f -D -  где fD  – 

частотный интервал между соседними интерференционными минимумами отражательной спо-
собности структуры, и все величины берутся на экспериментальной частоте 1,f f=  соответству-
ющей экспериментальному углу Брюстера 1.b b=  Если (0) 0,L >  то при (1)

mink k≥  выражения (14)–(16) 
остаются в силе, а при (1)

min mink k k≤ <  закон Брюстера может быть выполнен лишь для ТЕ волн. 
Согласно (4), (5), (7)–(9), он имеет место при условиях (16) и

 2 1Re 0,25 (2 1) Im ( ) .f b a s f s ah h k h h -′ ′ ′e = b + + π + e - s  (17)

В случае 1y <<  из (6) и (7) следует, что закон Брюстера может быть выполнен лишь для ТМ 
волн. Здесь условие 0y =  определяет псевдобрюстеровский угол для границы раздела воздух–

Рис. 2. Изменения модуля (1) и фазы (2) 
отношения коэффициентов отражения (0)/p pr r  
при увеличении концентрации БСА в воде от 0 

до 10 г/л. Штриховая кривая – спектр (0)
pr

Fig. 2. Changes in modulus (1) and phase (2) of the 
ratio (0)/p pr r  of reflection coefficients with 

increasing BSA concentration in water  
from 0 to 10 g/l. Dashed line – spectrum of (0)

pr
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подложка, которому соответствует 1
0 Re [Re( )] .a s a s

-b = b = e e e + e  Учитывая (7)–(9) и опуская 
в (4) и (5) величины второго порядка малости относительно Im fe  и Im ,se  получаем

 2 2 2 2 1
0Im 2Re [1 (Re ) ]{ [1 (Re ) ( ) ]} ,f f a s a a f a ak h h- - -′ ′e = e b Dbs - e e πe - e e s  (18)

 1
2(2 ) ,d kc f -′= s  (19)

где 0;bDb = b - b  k – целое число, ближайшее к 1
2 ,f f -D  и все величины соответствуют экспери-

ментальным значениям 2 ,f f=  2.b b=  Согласно (18), поглощение в пленке проявляется в виде 
сдвига между углом Брюстера 2b  для рассматриваемой структуры и псевдобрюстеровским углом 

bθ  для границы раздела воздух–подложка.
Каждое из решений (14)–(17), либо (18), (19) содержит свою пару экспериментальных значе-

ний f и b. В таких условиях ни одно из этих решений не позволяет строго определить три иско-
мых параметра – d, Re ,fe  Im fe  на конкретной частоте. Лишь если положить Im 0,fe =  то выра-
жения (14)–(16), либо (16), (17) дают замкнутое решение обратной задачи для Re fe  и d на частоте 

1.f f=  В такой ситуации для приближенного решения трехпараметрической обратной задачи 
можно пренебречь дисперсией εf и ,se  что оправдано в рассматриваемом случае слабо поглощаю-
щих материалов. В результате возникает итерационная схема, состоящая в поочередном расчете 
Re ,fe  d при заданной величине Im fe  на основании (14)–(16), либо (16), (17) и Im fe  на основании 
(18). В качестве нулевого приближения естественно принять Im 0.fe =  Сходимость схемы обе-
спечивается наличием малого параметра Db в (18). Исследование различных структур пока- 
зало, что для достижения практически стопроцентной сходимости достаточно трех-четырех ите-
раций.

Отметим, что из формулировки описанного алгоритма очевидно, что в итоговом решении  
в качестве d и Re fe  следует принять величины (16) и (14), либо (17), которые относятся к частоте 

1,f  а в качестве Im fe  – величину (18), относящуюся к частоте 2.f
Точность описанного решения обратной задачи иллюстрирует таблица, где использованы 

обозначения 1
1,2 1,2 .cf -l =  В ней представлены две структуры. Первая из них (SiO / Six ) имеет па-

раметры 0,5d =  мкм, 32,1236 2,91 10 ,f i -e = - ⋅

 
2 3

4 5 6 2

[3,9 0,02 (2,2 0,25) (9,8 2,57) (1,7 5,22)

(136 96,5) (1109 413) (5703 2699) ] .
s i i i i

i i i

e = - - + Dl + - Dl + - Dl -

- - Dl - - Dl + - Dl
 (20)

Решения обратных оптических задач с использованием закона Брюстера
Solutions of the inverse optical problems using the Brewster’s law

Структура
Structure

Волна
Wave

b, град
b, grad

1,l  мкм
1,l  μm

2 ,l  мкм
2 ,l  μm

k d, мкм
d, μm Re fe 3Im 10fe ⋅

SiO / Six
32,1236 2,91 10f i -e = - ⋅ TE 69,458 0,744 – 1 0,4996 2,1241 –

SiO / Six
32,1236 2,91 10f i -e = - ⋅ TM 76,105 – 0,544 2 – – –2,86

2 5Nb O / Bk7
36,2534 1,85 10f i -e = - ⋅

TM 74,419 0,420 – 5 0,5005 6,2418 –

2 5Nb O / Bk7
45,9529 3,06 10f i -e = - ⋅

TM 56,750 – 0,458 5 – – –0,300

Для второй ( 2 5Nb O / Bk7) 0,5d =  мкм,

 
5 3 2

3 4 5 2

[2,451 9,11 10 (1,38 3,97 10 ) (6,98 0,08)

(35,8 1,415) (233 37,8) (1480 450) ] ,

f i i i

i i i

- -e = - ⋅ - + ⋅ Dl + - Dl -

- + Dl + - Dl - + Dl
 (21)

 2 3 4 5 2[1,51459 0,0327 0,04301 0,0765 0,646 1,428 ] .se = - Dl + Dl - Dl + Dl - Dl  (22)
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Здесь ;Dl = l - l  1.cf -l =  В (20) 0,61325l =  мкм, в (21) 0,45l =  мкм, в (22) 0,652l =  мкм. 
Приведенные в таблице углы Брюстера, длины волн и номера k, фигурирующие в (15)–(19), опре-
делены путем прямого расчета отражательных способностей структур 2

, .p sr
Результаты решения обратных задач приведены в трех последних столбцах таблицы. При их 

получении учтено, что для структуры SiO / Six  в оптическом диапазоне (0) 0,L >  поэтому отвеча-
ющие ей графики зависимостей ( )L b  для ТМ и ТЕ волн качественно подобны кривым 1 и 2 на 
рис. 1, а. Для ТЕ волн при 500f =  ТГц ( 0,6l =  мкм) max 42,97d =  мкм, min 0,1352d =  мкм. В ре-
зультате при 1y >>  реализация закона Брюстера возможна только для ТЕ волн, а при 1y <<  – 
только для ТМ волн. Для структуры 2 5Nb O / Bk7 (0) 0,L <  поэтому выполнение закона Брюстера 
возможно только для ТМ волн. Соответствующий график зависимости ( )L b  подобен кривой 3 на 
рис. 1, а. Для этого графика условиям 1y <<  и 1y >>  отвечают корни уравнения (4) из указан-
ных выше первого и второго наборов соответственно, а на длине волны 0,45l =  мкм (1)

min 1,k =  
(2)
min 0,k =  min 0,0532d =  мкм, max 3,3d =  мм.

Видимое из таблицы некоторое отклонение решений обратной задачи от точных параметров 
пленок объясняется довольно значительным поглощением излучения в подложке структуры 
SiO / Six  и заметной дисперсией fe  в структуре 2 5Nb O / Bk7. Вместе с тем, точность получен-
ных решений вполне приемлема для инженерных приложений.

Заключение. Для диссипативной структуры пленка–подложка возможно выполнение стро-
гого закона Брюстера, который заключается в отсутствии отраженных от структуры плоских 
волн ТМ, либо ТЕ поляризации. Закон реализуется в ограниченном диапазоне толщины пленки 
и при определенных сочетаниях значений частота излучения–угол падения излучения на струк-
туру (угол Брюстера). В зависимости от диэлектрических проницаемостей сред и толщины 
пленки существуют либо два дискретных набора углов Брюстера для ТМ волн, либо один дис-
кретный набор углов Брюстера для ТМ волн и один дискретный набор углов Брюстера для ТЕ 
волн. Закон Брюстера может быть использован при создании эффективных ТГц сенсоров водных 
растворов, а также при аналитическом решении обратных задач спектральной эллипсометрии, 
либо отражательной спектрофотометрии об определении параметров слабо поглощающих пле-
нок, находящихся на слабо поглощающих подложках.
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