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Аннотация. Рассматривается сферически симметричный потенциал, зависимость которого от расстояния r 
описывается гладкой композицией кулоновского при r < r0 и осцилляторного при r > r0 потенциалов. Граничное 
расстояние r0 определяется параметрами этих потенциалов. Точное непрерывное решение радиального уравнения 
Шрёдингера выражено через вырожденные гипергеометрические функции. Получены дискретные уровни энергии. 
Представлены графические иллюстрации для спектра энергии и радиальных волновых функций.
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Abstract. The spherically symmetric potential is considered, whose dependence on the distance r is described by the 
smooth composition of Coulomb at r < r0 and oscillator at r > r0 potentials. The boundary distance r0 is determined by the param-
eters of these potentials. The exact continuous solution of the radial Schrödinger equation is expressed in terms of the confluent 
hypergeometric functions. The discrete energy levels are obtained. The graphic illustrations for the energy spectrum and the 
radial wave functions are presented.
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Введение. Важнейшими сферически симметричными потенциалами в теоретической физике 
являются кулоновский и осцилляторный. Решения уравнения Шрёдингера в случае этих потен-
циалов хорошо известны [1]. С точки зрения приложений в различных областях физики рассма-
тривается (см., напр., [2–4]) потенциал, представляющий собой сумму кулоновского и осцилля-
торного потенциалов:
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Однако для такого потенциала точное решение уравнения Шрёдингера при произвольных 
значениях α и β не известно. Потенциал (1) переходит в кулоновский при малых r и в осцилля-
торный при больших r. На наш взгляд, представляет интерес и другой тип объединения двух 
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потенциалов, когда на промежутке от нуля до некоторого r0 потенциал является чисто кулонов-
ским, а при r > r0 потенциал становится чисто осцилляторным.

Требование непрерывности потенциала и его первой производной в точке сшивания приво-
дит к следующему выражению:

 

0

2
2 1/3

0

( )
3 ( )

2 2

r r
rV r

r r r

α - , < ,= 
β - α β , > ,  

(2)

где

 

1 3

0 ( )r
/

 α
α, β = . β 

При α = 0 потенциал (2) превращается в осцилляторный, а при β = 0 – в кулоновский для всей 
области изменения r > 0. Структура предлагаемого потенциала (2) такова, что в обеих областях 
r < r0 и r > r0 общие решения уравнения Шрёдингера известны. Для получения точных волновых 
функций требуется только сделать корректный выбор частных решений в каждой из областей, 
а затем провести процедуру гладкого сшивания.

Решения уравнения Шрёдингера. Представив волновую функцию в виде Ψ(r, θ, ϕ) =  
= Ylm(θ, ϕ)w( r ) / r, где Ylm(θ, ϕ) – сферическая функция, запишем радиальное уравнение Шрёдингера
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где l = 0, 1, 2,... – орбитальное квантовое число.
Если α ≠ 0 и β ≠ 0, то удобно перейти к безразмерным величинам

 

1 32 31 3 2 4

2 2 2
2 2 2( )r mr m mx r e E E a

  β α α = = , = = , α, β =      α β β       

и переписать уравнение (3) в виде
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С помощью безразмерных величин x, e и a радиальное уравнение Шрёдингера для потенци-
ала (1) также приводится к виду (4), где вместо v(x) будет присутствовать функция vs(x) = –1 / x + 
+ x2 / 2. Функции v(x) и vs(x) представлены на рис. 1 соответственно сплошной и штриховой ли-
ниями.

Выбирается такое решение уравнения (4), которое стремится к 0 при x → 0 и при x → ∞. Это 
решение выражается следующим образом:
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Рис. 1. Функции v(x) и vs(x)

Fig. 1. Functions v(x) and vs(x)
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Здесь используются вырожденные гипергеометрические функции [5], а также введено обо-
значение N для нормировочного коэффициента.

Условие непрерывности первой производной функции w(x) в точке x = 1 может быть пред-
ставлено уравнением
 ( ) 0k a l e, , = , (5)
где функция ( )k a l e, ,  имеет довольно громоздкий вид
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На рис. 2 приведена функция k(10, 0, e) на промежутке, включающем первые четыре нуля.
Трансцендентное уравнение (5) является правилом квантования для безразмерной величи-

ны e. Решения этого уравнения легко находятся численно. 
Численные иллюстрации. Линии на рис. 3 и 4 показывают зависимость от a первых четы-

рех нулей e(a, l) осциллирующей функции k(a, l, e) для l = 0 и l = 1. Номеру этих нулей можно 
сопоставить целое число n = 0, 1, 2, …, характеризующее номер уровня энергии.

Специфика зависимости энергии 2 2
0( ) 2E e a mr= /  от исходных параметров α и β потенциала 

состоит в том, что E пропорциональна одной комбинации из этих параметров 2
0 ( ),r - α, β  а зависи-

мость от другой комбинации ( )a α, β  является нетривиальной. 
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Рис. 2. Функция k(10, 0, e)

Fig. 2. Function k(10, 0, e)
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Рис. 3. Зависимость e от a для l = 0

Fig. 3. Dependence of e on a for l = 0
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Рис. 4. Зависимость e от a для l = 1

Fig. 4. Dependence of e on a for l = 1

При α → 0 имеем переход к известному выражению для спектра энергии в случае изотропно-
го осциллятора:

 

2
(2 3 2)oE E n l

m
β

→ = + + / .


Вместе с тем, если α → 0, то a → 0, что позволяет найти предельное поведение функции e(a) 
при малых значениях a:
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Рис. 5. Радиальные волновые функции

Fig. 5. Radial wave functions
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С другой стороны, при β → 0 имеем переход к известному выражению для энергетического 
спектра в кулоновском случае:
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Если β → 0, то a → ∞, что позволяет получить асимптотическое поведение функции e(a) при 
больших значениях a: 
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Наконец, на рис. 5 приведены нормированные на единицу радиальные волновые функции 
w(x) для l = 0, a = 2, e = 3,475 (сплошная линия) и для l = 1, a = 8, e = –3,092 (штриховая линия).

Заключение. Предложенный вариант объединения кулоновского и осцилляторного потен-
циалов (2), являясь конкурирующим для суммы этих потенциалов (1) применительно к модели-
рованию физических процессов, обладает тем преимуществом, что допускает точное решение 
уравнения Шрёдингера. На наш взгляд, представляет интерес и решение уравнения движения 
в рамках классической механики для потенциала (2).
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