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Введение. Разностные схемы, удовлетворяющие принципу максимума, принято называть 

монотонными. Основываясь на этом факте, мы даем определение, которое в некоторой степени 
объединяет все существующие определения монотонности и которое будет справедливо как для 
линейных, так и для разностных схем, аппроксимирующих нелинейные краевые задачи уравне-
ний математической физики [1]. Монотонные разностные схемы играют важную роль при мате-
матическом моделировании прикладных задач, так как они позволяют получить численное ре-
шение без нефизических осцилляций [2]. Отметим также, что под компактными разностными 
схемами понимают вычислительные методы повышенного порядка аппроксимации, построен-
ные на стандартных шаблонах. Построенные схемы для параболических уравнений имеют как 
правило 4 + 2 порядок аппроксимаций, т. е. четвертый по пространственной переменной и вто-
рой по временной [3–5].

В настоящей работе строятся и исследуются монотонные разностные схемы для линейных 
неоднородных параболических уравнений, уравнения Фишера, или Колмогорова–Петровского–
Пискунова [6]. Доказывается устойчивость и сходимость предложенных методов в равномерной 
норме L∞ или C . Полученные результаты обобщаются на произвольные полулинейные парабо-
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лические уравнения с нелинейным стоком произвольного вида, а также на квазилинейные урав-
нения.

О п р е д е л е н и е  м о н о т о н н о с т и. Рассмотрим дифференциальную задачу в абстракт-
ной форме 
 .Lu f=  (1)

Запишем символически разностную схему, аппроксимирующую дифференциальную задачу 
(1) в виде

 .hL y = ϕ  (2)

Это представление включает начальные и краевые условия (φ – аппроксимация входных дан-
ных f ).

Пусть y – решение разностной задачи (2) с возмущенным входным данным f :

 .hL y = ϕ  

О п р е д е л е н и е 1 [1; 7]. Разностную схему (2) будем называть монотонной, если из условий 

 ( )ϕ ≥ ϕ ϕ ≤ ϕ   

следует неравенство 

 ( ).y y y y≥ ≤   

Это определение также тесно связано с определением монотонного оператора или отобра- 
жения.

В случае линейных операторов , hL L  определение 1 эквивалентно следствию принципа мак-
симума [2; 8].

О п р е д е л е н и е 2. Разностная схема (2) называется монотонной, если из условий

 0 ( 0)ϕ ≥ ϕ ≤  

следует неравенство 
 0 ( 0).y y≥ ≤  

Постановка задачи и разностная схема. В области {( , ) : 0 , 0 }TQ x t x l t T= ≤ ≤ ≤ ≤  рассмо-
трим начально-краевую задачу для параболического уравнения 

 

2

2 ( , ), 0 , 0 ,u u f x t x l t T
t x

∂ ∂
= + < < < ≤

∂ ∂
 (3)

 0( , 0) ( ), 0 ,u x u x x l= ≤ ≤  (4)

 1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0 .u t t u l t t t T= µ = µ < ≤  (5)

Введем равномерную сетку узлов [9] {( , ) },h i n Tx t Qτω = ω ×ω = ∈  где { , 0 ,h ix ih i Nω = = ≤ ≤  

/ }, { , 0 , / }.nh l N t n n K T Kτ= ω = = τ ≤ ≤ τ =  
Для аппроксимации дифференциальной задачи (3)–(5) используем следующую схему с веса-

ми [10]:

 
( )

, , , 1, 1,t i ixx iy y i Nσ= + ϕ = −  (6)

 
0

0 ( ),i iy u x=  (7)

 
1 1

0 1 1 2 1( ), ( ),n n
n N ny t y t+ +
+ += µ = µ  (8)

где 

 

2 2
1 , .

12 12
h h

σ = − τ ≥
τ

 (9)
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В работе используются обозначения из [9; 10]. Известно, что при произвольном 0 ≤ σ ≤ 1, 
σ ≠ 0,5,  схема (6)–(8) имеет порядок аппроксимации 2( ),O h + τ  а при 0,5σ =  – 2 2( ).O h + τ  В [10] 
показано, что при 20,5 / (12 )hσ = − τ  и специальном выборе шаблонного функционала φ разност-
ная схема имеет порядок аппроксимации 4 + 2, т. е. четвертый по пространственной переменной 
и второй по временной: 4 2( ).O hψ = + τ  Однако она не является монотонной в общем случае. 

Легко доказать, что разностная схема А. А. Самарского [5] будет монотонной лишь при соот-
ношениях типа Куранта

 

2 25 .
6 6

h h
≤ τ ≤   

Покажем, что если вес σ удовлетворяет соотношению (9) и 

 

11 1 1 1
1 1

1 5 1 ,
12 6 12

nn n n n
i i i iif f f f

++ + + +
− +ϕ = = + +  

то схема имеет порядок аппроксимации 4 + 1:

 

2 2
1 1 1

,, ,

2 1 1 1
1 1( ) 4 4

2

1
12 12

2 ( ) ( ).
12

n n n n n n
i t i i i i ixx i xx i

n n n
i i iIV

i i

h hu u u u u f

h f f fu u O h O h
h

+ + +

+ + +
− +

 
′′ψ = − − − + ϕ = − + +  τ τ 

 − +′′+ − + + + τ = + τ  
 





 

Ниже будет доказано, что она является монотонной и устойчивой в сеточной норме C без верх-
них ограничений на временный шаг. 

Устойчивость по входным данным. Для получения соответствующей априорной оценки 
применим стандартную технику принципа максимума [10]. Запишем схему (6)–(8) в канониче-
ском виде:

 
1 1 1

1 1 , 1, 1,n n n n n n n
i i i i i i iA y C y B y F i N+ + +

− +− + = − = −  (10)

 
1 1

0 1 1 2 1( ), ( ).n n
n N ny t y t+ +
+ += µ = µ  (11)

Здесь 

 2 2
20, 1 0,n n n

i i iA B C
h h
στ στ

= = > = + >   

 
1

1 1
1 5 11, .

12 6 12
n n n n n n n n n

i i i i i i i i iD C A B F y y y +
− += − − = = + + + τϕ  

Введем в рассмотрение равномерную сеточную норму

 
max ( ) , max ( ) .

h h

n n
C Cx x

y y x y y x L∞
∈ω ∈ω

= = =  

Максимум модуля сеточной функции 1ny +  может достигаться либо на границе области

 
{ }1 1 1

1 2max , ,n n n
C

y + + += µ µ  

либо во внутренней точке .hx∈ω  Но тогда из уравнения (6) сразу получаем

 
1 1 .n n n n

C C C C
y y y+ += ≤ + τ ϕ  

Объединяя полученные оценки, приходим к априорной оценке 

 
{ }{ }1

1 2 0max max ( ) , ( ) , max ( ) ,
n n

n
n n n nC CC t t

y t t u t t
τ τ

+

∈ω ∈ω
≤ µ µ + ϕ  

выражающей устойчивость по начальным данным, граничным условиям и правой части.
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Монотонность разностной схемы. Для анализа этого свойства воспользуемся двусторонней 
оценкой разностного решения, полученной в [11], 

 1 2 , 0,1, ..., ,n
im y m n K≤ ≤ =  

где

 

1 1 2 0
( , )( , )

2 1 2 0
( , )( , )

min { ( ), ( ), ( )} min 0, min ( , ) ,

max { ( ), ( ), ( )} max 0, max ( , ) .

TT

TT

x t Qx t Q

x t Qx t Q

m t t u x T f x t

m t t u x T f x t

∈∈

∈∈

 = µ µ +  
 
 = µ µ +  
 

 

Отсюда видно, что рассматриваемая разностная схема (6)–(8) является монотонной в смысле 
определения 2.

Компактные схемы для уравнения Фишера. Уравнение Фишера известно также как урав-
нение Колмогорова–Петровского–Пискунова [6]. Оно названо в честь статистика и биолога 
Рональда Фишера, предложившего его в 1937 г. для описания процессов популяционной дина-
мики. Поставим для этого уравнения начальную задачу с краевыми условиями Дирихле 

 

2

2 (1 ), const 0,u u u u
t x

∂ ∂
= + λ − λ = >

∂ ∂
 (12)

 0 1 2( , 0) ( ) 0, (0, ) ( ) 0, ( , ) ( ) 0,u x u x u t t u l t t= ≥ = µ ≥ = µ ≥  (13)

т. е. априори предполагаем неотрицательность всех входных данных. Здесь и далее предполага-
ем, что решение дифференциальной задачи (12), (13) существует, единственно и обладает в TQ  
всеми непрерывными производными, необходимыми по ходу изложения. Схема четвертого по-
рядка аппроксимаций в идейном плане строится совершенно аналогично разностной схеме 
А. А. Самарского [5; 10] 

 

2
( ) , 1 .

12t xx
hy y fσ= + σ = −
τ

 (14)

Начальное и граничные условия аппроксимируются аналогично разностным уравнениям (7), 
(8). Здесь 

 
  

5 ( ),
6 12

f y y y y y y y− +− +
λ λ

= λ − − +  

 
1

5 1 ( ), .
6 12

n
iy y y y y y− + ± ±= + + =  

Для получения априорных оценок сеточного решения запишем разностную схему в канони-
ческом виде (10), (11), в котором 

 
1 22 2

1 2 5, , 1 , (1 ) .
12 12 6

n n n n n n n n
i i i i i i i iA y B A C y F y

h h
− +

τ τλ στ τλ
= − − = = + + = + τλ  

Пусть 

 
1 1 2 0 2 1 2 0

( , ) ( , )
min { ( ), ( ), ( )}, max { ( ), ( ), ( )}.

T Tx t Q x t Q
m t t u x m t t u x

∈ ∈
= µ µ = µ µ  

Т е о р е м а. Пусть выполнены следующие условия:

 

2
2

0 0 2
2 2

12, , .
12

T
T

hh h h e
m h e m

λ
λ≤ < τ >

λ − λ
 (15)

Тогда разностное решение ( , ), ( , ) hy x t x t τ∈ω  неотрицательно и для 1, 2, ..., ; 1, ...,i N k K= =  
имеет место двусторонняя оценка 

 20 .kk t
iy e mλ≤ ≤  (16)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что 0
1 0 20 ( ) .i im y u x m≤ ≤ ≤ ≤  По индукции предполагаем, 

что оценка (16) имеет место для всех 1, 2, ..., .k n=  Докажем теперь справедливость этих нера-
венств и для 1.k n= +  Действительно, в силу условий теоремы (15) и предположения индукции 

 

2
1 21 1

1max 0, ,
12 12 12

0, 0, 0, 1, 2, ..., 1.

nn n t
i i

i N

n n n
i i i

mA r y r e r
h

B C D i N

λ
−

≤ ≤ −

λτ λτ τ
≥ − ≥ − > = −

> > > = −
 

 В соответствии с двусторонней оценкой, полученной в [11], имеет место неравенство 

 
1 1 1

1 2 ,n n n
im y m+ + +≤ ≤  (17)

где 

 

1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 1 2min min{ , }, min 0, max max{ , }, max 0.

n n
i in n n n n n
n n
i i

F Fm m
D D

+ + + + + +      = µ µ ≥ = µ µ ≥   
      

 

Заметим, что 

 
2

(1 )maxmax max .
1 min

n n
i i n

in ni ii i
i

F y e y
D y

λτ+ τλ
≤ ≤

+ τλ
 

Следовательно, 

 
11 1

2 2max{ , max } .nn n n t
i iy m e y m e ++ + λτ λ≤ ≤  

Теорема доказана.
С л е д с т в и е. Для решения разностной схемы (14), (7), (8) имеет место априорная оценка 

 
2.nn t

C
y e mλ≤  

Монотонность и устойчивость. Для исследования монотонности схемы необходимо соста-
вить задачу для сеточной функции  ,y y y yδ = −  – решение той же разностной схемы, но с возму-
щенными входными данными. После элементарных преобразований получаем задачу для воз-
мущения 

 
( ) ˆ ˆ(1 ) ,t xxy y y y y yσδ = δ + λ − δ − λ δ  (18)

 
0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 2 2; , .n n n n n n
i Ny u u u y y+ + + + + +δ = δ = − δ = µ −µ δ = µ −µ    (19)

Записывая эту схему в каноническом виде 

 

1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1
0 1 1 2 2

, 1, 2, ..., 1,

, ,

n n n n n n n
i i i i i i i

n n n n n n
N

A y C y B y F i N

y y

+ + +
− +

+ + + + + +

δ − δ + δ = − = −

δ = µ −µ δ = µ −µ 

 

находим коэффициенты 

 

1 2
5, , 1 ,

12 6
ˆ(1 (1 )) .

n n n n n n n n
i i i i i i i i

n n
i i i

A r y B A C A B y

F y y

− +
τλ τλ

= − = = + + +

= + τλ − δ

 



 

Очевидно, что при выполнении условий (15) коэффициенты 0, 0n n
i iA B> >  положительны. С дру-

гой стороны, коэффициент в выражении для n
iF  всегда положителен при достаточно малом 

 
1

0 0 2, ( ) .Tm eλ −τ ≤ τ τ = λ   

Следовательно, на основании двусторонней оценки (17), заключаем, что 

 
1 1 1

1 2 ,n n n
im y m+ + +δ ≤ δ ≤ δ  
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1 1 1
1 1 2

1 1 1
2 1 2

min min{ , }, min ,

max max{ , }, max ,

ˆ(1 (1 )) .
1

n
in n n
ni i

n
in n n
ni i

n n
i i i
n n
i i

Fm
D

Fm
D

F y y
D y

+ + +

+ + +

  δ = δµ δµ 
  
  δ = δµ δµ 
  

+ τλ − δ
=

+ τλ

 

Отсюда следует выполнимость важного неравенства: 

 ( , ) ( , ) 0,y x t y x t− ≥  

если 

 0 0( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,k kt t u x u xµ −µ ≥ − ≥   при всех ( , ) , 1, 2,hx t kτ∈ω =  

 

2

02
2 2 2 2

12 , min , .
max{ , } 12 max{ , }

T
T
hh e

m m h e m m
λ

λ

  < τ > τ 
λ − λ  







 (20)

Итак, монотонность нелинейной разностной схемы (14), (7), (8) в соответствии с определением 1 
доказана.

Перейдем теперь к исследованию устойчивости разностной схемы. Рассмотрим задачу (18), (19). 
Максимум модуля сеточной функции 1n

iy +δ  может достигаться либо на границе 1
1,2

max ,n
k

C k
y +

=
δ = δµ  

либо во внутренней точке. Но тогда из уравнения (18) следует неравенство 

 
11 ,n c n

C CC

Fy e y
D

+ τδ ≤ ≤ δ  

где 1 const 0.c = >  Объединяя полученные оценки, приходим к неравенству 

 
{ }1 11

0 0
,

max max ( ) ( ) , ,nn n c t
k k CC k t

y y t t e u u++ − ≤ µ −µ −    (21)

выражающему при выполнении условий (20) устойчивость разностной схемы (14), (7), (8) по отно- 
шению к малому возмущению начального и граничных условий. 

З а м е ч а н и е 1. Аналогично (21) для z y u= −  нетрудно получить оценку 

 
2 4

3( ), 0,1, ..., ,n n c T
CC

y u Te c h n K− ≤ ψ ≤ + τ =  

из которой следует (при всех выше сделанных предположениях на гладкость точного решения 
u(x, t) и соотношения на сеточные шаги τ, h) сходимость разностного метода с порядком 4 + 1.

З а м е ч а н и е 2. Довольно просто строятся компактные схемы и с порядком точности 4 + 2: 

 
( ) (0,5) 5 ˆ ˆ ˆ( ),

6 12t xxy y y yy y y y yσ
− − + +

λ λ
= + λ − − +

 

2
4 21 , ( ).

2 12
h O hσ = − ψ = + τ
τ

К сожалению, к исследованию устойчивости, монотонности и сходимости неприменима вы-
шеприведенная техника принципа максимума, так как она дает неестественные ограничения на 
соотношения сеточных шагов τ и h типа Куранта. Чтобы избежать этого, для достижения ука-
занных выше целей необходимо применить метод энергетических неравенств. Данному вопросу 
будет посвящена отдельная работа.

З а м е ч а н и е 3. Полученные выше результаты остаются справедливыми и для всех полули-
нейных параболических уравнений со стоком произвольного вида
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2

2 ( ),u u f u
t x

∂ ∂
= −

∂ ∂

( ) 0f u ≥  для любого , ( ) ( ) , , ,iu R f u f u L u u u u Du∈ − ≤ − ∈     где iDu  – малая окрестность обла-
сти значений точного решения (неограниченная нелинейность). 

З а м е ч а н и е 4. Очень важно обобщить полученные результаты и на случай переменных 
коэффициентов: 

 
( , ) ( , ).u uk x t f x t

t x x
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 

 

Компактная разностная схема 4 + 2 построена еще в 1963 г. [5] и имеет вид

 

21 ˆ( ) ( ) ,
2 12t t

hy y y py= Λ + − Λ + ϕ  

где 

 

1
2 2

1

1 1/2

1 , ( ) , ( ) ,
( , ) 12

1 2( ) .
6 3

n

xx

i i i i

hp f pf y ay
k x t

a p p p

+

−

− −

 
= ϕ = + Λ Λ = 

  

 = + +  

 

Детальному изучению обобщения этой схемы на случай уравнения Фишера и других нели-
нейных уравнений параболического типа, включая и многомерные, будет посвящена отдельная 
работа. 

Компактные схемы для квазилинейных уравнений. В области TQ  рассмотрим теперь не-
однородное квазилинейное параболическое уравнение вида 

 
( ) ( ),u uk u f u

t x x
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 

 

с начальным и граничными условиями (4), (5). Уравнение перепишем в форме, удобной для даль-
нейших исследований,

 

2

2 ( ( )) ( ), ( ).u
u u f u k u
t x

∂ ∂ ′= ϕ + ϕ =
∂ ∂

 

На равномерной сетке hτω  дифференциальную задачу заменим разностной 

 
1( ) ( )( ( )) ( ),t xxy y yσ σ= ϕ + ϕ  

с начальным и граничными условиями (7), (8). Здесь

 

2

1 1 1
1 5 11 , 0 1; ( ) ( ) ( ) ( ).

12 12 6 12i i i
h y f y f y f y− +σ = − ≤ σ ≤ ϕ = + +
τ

 

Непосредственным вычислением легко показать, что данная разностная схема имеет порядок ап-
проксимаций 4 + 1:

 
4( ).O hψ = + τ
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