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Аннотация. В линейном приближении общей теории относительности получено точное сферически-симме-
тричное нестатическое решение уравнений Эйнштейна, описывающее гравитационную волну, зависящую от запаз-
дывающего аргумента. Получены отличные от нуля выражения для плотности импульса волны и сил, действующих 
на пробную частицу.
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Abstract. In the linear approximation of general relativity, an exact spherically symmetric non-static solution of Ein-
stein’s equations is obtained. It describes a gravitational wave depending on a retarded argument. The non-zero expressions 
for the momentum density of the wave and the forces acting on a test particle are obtained.
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 В общей теории относительности (ОТО) в приближении слабого поля волновые решения 
получены, начиная с работы Эйнштейна [1], для плоских гравитационных волн, но аналогичные 
сферически-симметричные решения не рассматриваются. Такая ситуация может быть обуслов-
лена существованием теоремы Биркгоффа, которая часто интерпретируется как утверждение  
о том, что центрально-симметричное гравитационное поле в пустоте должно быть статическим. 
Однако эта теорема утверждает только, что всегда найдется система координат, в которой неко-
торое нестатическое решение приводится к зависимости от одной пространственно-подобной 
переменной и, таким образом, она не запрещает, вообще говоря, существование сферически-сим-
метричных решений, зависящих от времени. Следовательно, имеет смысл задача о нахождении 
таких решений, в частности, в приближении слабого поля. В слабом поле метрика ikg  представ-
ляется в виде суммы метрики Минковского и гравитационного потенциала: ,ik ik ikg h= γ +  а вы-
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бор	вида	этой	метрики	задает	систему	координат.	Если	в	инерциальных	сферических	координа-
тах	с	метрикой	Минковского	 2 2 2diag(1, 1, , sin )ik r rγ = − − − θ 	существуют	решения,	зависящие	от	
времени	и	радиальной	координаты,	то	система	координат,	в	которой	согласно	теореме	Биркгоффа	
решение	будет	зависеть	от	одной	пространственной	переменной,	будет,	вообще	говоря,	неинер-
циальной.	

В	линейном	приближении	ОТО	уравнения	Эйнштейна	в	вакууме	в	общековариантной	форме	
являются	 волновыми	 уравнениями	 для	 потенциала	 ,ikh 	 дополненными	 условиями	 Гильберта	
(см.,	напр.,	[2])

 0,ikh = 	 (1)

 
1 0,
2i

ik ikD h h 
 
 

− γ = 	 (2)

где	 ,ik
i kD D= −γ  ,ik

ik ih h D= γ 	–	ковариантная	производная	в	пространстве	Минковского.
Рассмотрим	сферически-симметричные	нестатические	решения	системы	уравнений	(1)–(2).	

В	инерциальных	сферических	координатах	компоненты	потенциала	h00, h01, h11, h22	будут	тогда	
функциями	только	переменных	t	и	r, h33 = sin2θh22,	а	остальные	компоненты	в	силу	сферической	
симметрии	будут	равны	нулю.	Введем	обозначения
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Система	уравнений	(3)–(4)	имеет	волновое	решение,	зависящее	от	запаздывающего	аргумен-
та	 ,rt

c
τ = − 	где	c	–	скорость	света,	которую	в	дальнейшем	будем	полагать	равной	единице:
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где	T	–	произвольная	функция	запаздывающего	аргумента	τ,	точка	означает	дифференцирование	
как	по	t,	так	и	по	τ.	Из	решения	(5)	следует	также,	что	след	тензорного	потенциала	h	равен	нулю.

Найденное	решение	носит	калибровочный	характер	в	том	смысле,	что	его	можно	выразить	
через	производные	от	вектора	λi
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 ,i iik k kh D D= λ + λ
где компоненты калибровочного вектора λi имеют вид
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Вычислим плотность импульса сферически-симметричной волны, соответствующей реше-
нию (5). В линейном приближении тензор энергии-импульса гравитационного поля является 
симметризованным каноническим тензором, полученным из лагранжиана для симметричного 
тензорного поля, и имеет вид [3]
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Для того чтобы плотность импульса была положительно-определенной величиной достаточ-
но, чтобы функция T и ее производные имели одинаковый знак.

Решение (5) позволяет, исходя из уравнения геодезических, определить «силы», которые вы-
ражаются через символы Кристоффеля и действуют на пробную частицу в волновом поле
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Рассмотрим в качестве примера движение частицы, у которой в начальный момент времени от-
лична от нуля компонента 4-скорости u1
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Если в начальный момент времени экваториальная скорость u2 была равна нулю, то будет равно 
нулю и ее экваториальное ускорение, как это следует из уравнения
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и значений символов Кристоффеля 2 2 2
00 01 11 0,Γ = Γ = Γ =  и, следовательно, в данном волновом по-

ле частица может совершать радиальное движение. Вычислим входящие в (6) компоненты сим-
волов Кристоффеля:
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Таким образом, в сферических координатах пространства Минковского пробная частица дви-
жется с ускорением. Отметим отличие этой ситуации от электродинамики, когда электромаг-
нитные потенциалы, имеющие калибровочную структуру ,i iA = ∂ λ  приводят к равенству нулю 
тензора напряженности поля и отсутствию сил, действующих на пробный заряд.
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Для физической интерпретации полученного решения необходимо сопоставить его с реше-
ниями уравнений Эйнштейна с источником – тензором энергии импульса материи Tik. В линей-
ном приближении решение волнового уравнения с источником
 ik ikh T= κ

выражается с помощью запаздывающих потенциалов и приводит к выводу о том, что излучать 
гравитационные волны могут только источники, обладающие квадрупольным моментом [4; 5]. 
Это не означает, вообще говоря, что функцию T в найденном решении необходимо положить 
равной нулю. Вывод о необходимости для излучения квадрупольного момента получен при ре-
шении системы линейных уравнений Даламбера и вопрос о его справедливости для решений 
точных уравнений Эйнштейна является открытым. Если эти решения допускают не только ква-
друпольное, но и монопольное излучение, найденные решения (5) будут совпадать с их соответ-
ствующим линейным приближением, при этом функция T(u) должна определяться компонентами 
тензора энергии-импульса материи, вычисленными в высших приближениях. Методы получе-
ния точных сферически-симметричных вакуумных нестатических решений уравнений Эйнштей-
на рассматривались в [6–9].
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