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Аннотация. Предложено два новых варианта приближенного аналитического решения однофазной задачи Сте-
фана с конвективным граничным условием на фиксированной границе. Данные решения основаны на применении 
новых интегральных соотношений, вытекающих из постановочной части задачи и образующих бесконечную 
последовательность. Показано, что наиболее точным вариантом решения задачи Стефана с конвективным гранич-
ным условием является отказ от точного выполнения классического условия Стефана на свободной границе с его 
заменой на одно из интегральных соотношений. На примере рассмотрения тестовой задачи Стефана с граничным 
условием Робина, имеющей точное аналитическое решение, показано, что предложенный новый подход в решении 
задачи является существенно более точным и эффективным по сравнению с известными вариантами интегральной 
расчетной схемы, в том числе по сравнению с методом интеграла теплового баланса при точном выполнении условия 
Стефана на свободной границе. В работе представлены решения задачи на основе применения квадратичного  
и кубического полиномов. В решениях тестовой задачи на основе кубического полинома относительная ошибка 
определения положения свободной границы составляет тысячные и сотые доли процента. При этом в момент 
времени t = 1 относительная ошибка для температурного профиля составляет всего εT = 0,075 %. 
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Abstract. Two new variants of approximate analytical solution of the one-phase Stefan problem with a convective bound-
ary condition at a fixed boundary are proposed. These approaches are based on the use of new integral relations forming in-
finite sequences. It is shown that the most exact variant of solving the Stefan problem with a convective boundary condition is 
to refuse from the classical Stefan condition at the free boundary and to replace it with its integral relation. By the example of 
solving the test Stefan problem with a Robin boundary condition, having an exact analytical solution, it is shown that the pro-
posed approach is much more exact and efficient compared to the known variants of the integral computational scheme, in-
cluding the heat-balance integral method allowing the Stefan condition at the free boundary to be satisfied. The solutions ob-
tained with the use of the square-law and cubic polynomials are presented. As for the test problem using the cubic polynomial, 
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instant t = 1, the relative error in determining the temperature profile is εT = 0.075 %. 

Keywords: heat-balance integral method, Stefan problem, convective boundary condition, integral relations, free boundary
For citation: Kot V. A. А new approach to approximate solution of the Stefan problem with convective boundary condi-

tion. Doklady Natsional’noi akademii nauk Belarusi = Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2020,  
vol. 64, no. 4, pp. 495–505 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-8323-2020-64-4-495-505

© Кот В. А., 2020



496 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2020, vol. 64, no. 4, рр. 495–505

Введение. Задачи Стефана, моделирующие процессы теплообмена при одновременных фазо-
вых превращениях, составляют обширную область исследований и охватывают широкий спектр 
различных приложений [1–4]. Обширная библиография по данной тематике представлена в [5],  
а обзор аналитических решений – в [6]. Из-за нелинейности данного типа задач точные их реше-
ния крайне ограничены. Поэтому в подавляющем большинстве случаев прибегают к численным 
либо приближенным решениям. Метод интеграла теплового баланса, введенный в [7], является 
общеизвестным приближенным математическим подходом в решении задач теплообмена  
и, в частности, задач с определением свободной границы при фазовых превращениях. Данный 
метод заключается в преобразовании уравнения теплопроводности в обыкновенное дифферен-
циальное уравнение по времени с описанием температуры в пространстве с помощью квадра-
тичного профиля. 

В настоящей работе рассмотрена однофазная задача Стефана, отвечающая процессу плавле-
ния полубесконечного материала 0,x >  когда конвективное граничное условие накладывается 
на фиксированную границу 0,x =  и температура омывающей среды превышает температуру 
фазового перехода. Конвективный теплообмен предполагает, что тепловой поток на фикси рован-
ной границе пропорционален разности между температурой поверхности тела и температурой 
среды, т. е. –λë (0, ) / ( ( ) (0, )),T t x h W t T t− ∂ ∂ = −  где T  – температура тела; λ – коэффициент тепло-
проводности; h – коэффициент теплообмена; ( )W t  – температура среды. Имеется крайне малое 
число публикаций, в которых применяется интегральный метод теплового баланса в задачах 
Стефана с конвективным граничным условием [7–11]. Как правило, принимается постоянный во 
времени коэффициент h > 0. Точность приближенных решений проверяется на основе их срав-
нения с аналогичными численными решениями. В отличие от работы [8], в которой коэффициент 
теплообмена задается в виде функции ( ) / ,h t h t=  примем постоянство коэффициента тепло- 
обмена во времени и плавное изменение температуры среды по экспоненциальному закону [12].

Постановка задачи Стефана с конвективным граничным условием. Когда полуограни-
ченное пространство находится при температуре фазового перехода mT  и его поверхность омы-
вается средой переменной температуры ( ),W t  тогда мы приходим к задаче в следующей матема-
тической формулировке: требуется найти положение свободной границы ( )s t  для времени 

0t >  и температуру ( , ),T x t  которые удовлетворяют уравнению 

 
2

2
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условиями на свободной границе

   
 

и с начальным условием (0) 0.s =  Здесь / cκ = λ ρ  – коэффициент температуропроводности; ρ, с, 
Lm – плотность, удельная теплоемкость и скрытая теплота плавления соответственно. Придадим 
задаче безразмерный вид, введя обозначения

 

где Ste – число Стефана; Tref – референтная температура;  – временной масштаб; lref – ре-
ферентная длина. В итоге получаем следующую задачу:
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Последовательность интегральных соотношений. Перепишем граничное условие (1), при-

дав ему вид 1 (0, )(0, ) ( ).
Bi

T tT t w t
x

∂
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∂
 Если ввести в рассмотрение новые коэффициенты α, β,  

а также новую функцию γ(t), то мы приходим к граничному условию как частному случаю, опи-
сывающему конвективный теплообмен на фиксированной границе, где α = 1, β = –1 / Bi и w(t) =  
= γ(t). Отсюда можем записать следующее граничное условие общего вида:

  
(3)

Как нами было показано в [13; 14], в задаче Стефана с граничными условиями (0, ) ( )T t h t=   
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Подстановка в (3) вместо (0, )T t  и (0, ) /T t x∂ ∂  левых частей соотношений (4) дает 

 
 (5)

Интегрирование уравнения (5) приводит к интегральному соотношению
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где 1 0( ) ( ) .tt t dtϒ = γ∫  Соотношению (6) может быть придан более простой вид посредством инте-
грирования по частям. Тогда мы имеем интегральное соотношение первого порядка
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0

( ) ( ).
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s s sT x dx tα −β + = ϒα 
 
 

−β∫   (7)

Далее получим интегральное соотношение второго порядка. Для этого вначале проинтегри-
руем граничное условие (3) дважды:
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Заменим в (8) (0, )T t  и (0, ) /T t x∂ ∂  на их соответствия согласно граничным условиям Дирихле  
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или в иной записи 2 2 2( ) ( ) ( ),H t Q t tα −β = ϒ  где 2
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гральные граничные характеристики [13–15]. Для 2 ( )H t  имеем тождество [13]
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Произведя в (10) многократное интегрирование по частям, приходим к соотношению
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Для интегральной характеристики 2 ( )Q t  было получено тождество [14]
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Интегрирование по частям правой части (12) приводит к интегральному соотношению
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Теперь подставим в (9) вместо 2 ( )H t  и 2 ( )Q t  правые части выражений (11) и (13):
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После некоторых упрощений приходим к интегральному соотношению
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Поступая далее аналогичным образом, могут быть получены интегральные соотношения бо-
лее высокого порядка, например:
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Интегральные соотношения (7), (14) и (15) позволяют записать последовательность

 


0

2 1 2 2 2 2 1

1 00
... ( )1

, .(2 1)! (2 2)! (2 )! (2 1)!

s n n k kn

k

n

t t
n

n k

x x s sT d tx dt dt nSten n k k

− − −

+=

−

 
= ϒα β

  
 +− α −β  ∀ ∈ − − −   


 

∫∑ ∫∫
   (16)

Тестовая задача и ее решение. Оценим точность приближенных решений на основе приме-
нения системы интегральных соотношений. Для этого воспользуемся известным точным реше-
нием задачи Стефана в следующей математической постановке:
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Данная задача описывает процесс плавления полуограниченного тела с температурой среды, из-
меняющейся по закону ( ) 2exp( ) 1w t t= −  и с числами Био и Стефана соответственно Bi = 1  
и Ste = 1. Точное решение данной задачи имеет вид
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 * *( , ) exp( ) 1, ( ) .T x t t x s t t= − − =  (20)

Для точности приближенных решений задачи (17)–(19) используем параметры

 
Известный подход в решении задачи Стефана. В [8] рассмотрены четыре варианта прибли- 

женной формулировки и решения однофазной задачи Стефана с конвективным граничным ус-
ловием при ( ) / .h t h t=  Наиболее точное решение дает вариант применения классического гра-
ничного условия Стефана с интегралом теплового баланса [7].

Для решения задачи (17)–(19) опишем температурный профиль полиномом

 2
1 2( , ) ( )(1 / ( )) ( )(1 / ( )) .T x t a t x s t a t x s t= − + −  (21)

Подстановка полинома (21) в граничное условие (18) и граничное условие Стефана (19) дает си-
стему двух уравнений, из которой находим коэффициенты

 1 1, ((1 ) ( )) / (2 ).a ss a s s s w t s′ ′= = − + − +  (22)

Подстановка в интеграл теплового баланса [7]
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Полином (21) с коэффициентами (22) дает нелинейное обыкновенное дифференциальное уравне-
ние второго порядка
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Данное уравнение с начальным условием (19) может быть решено численно либо прибли-
женно аналитически, например, с помощью представления функции ( )s t  в виде ряда 

1
0 1 2( ) ...k ks t b t b t b t += + + +  Его подстановка в (24) дает 4 5/16 ( )( ) .s t t t O t+= −  При t = 1 имеем 

ошибку  Применяя численное решение уравнения (24), находим (1) 0,9802,s =  
(1) 0,9316.′  Отсюда для t = 1 ошибка несколько ниже и составляет  Подстановка 
(1)s  и (1)s′  в (22), (23) дает температурный профиль с ошибкой  при t = 1.

Новый подход в решении задачи Стефана: квадратичный полином. Для приближенного ре-
шения задачи (17)–(19) применим новый подход, который предусматривает применение полу-
ченных выше интегральных соотношений (16). Здесь возможны два варианта, в которых гранич-
ное условие Стефана (19) выполняется точно (Вариант 1) либо не выполняется (Вариант 2) и при 
этом условие Стефана (19) заменяется на одно из интегральных соотношений (16):

 
В а р и а н т 1. Для определения полиномиальных коэффициентов воспользуемся граничным 

условием (18) и интегральным тождеством первого порядка (10), что дает систему уравнений

 1 2
1 2 1 2

0

2 12( ), 2 (3 ) (4 ) ( )d 12 1 .
2

ta a sa a w t a s a s w t t
s s s

 + + + + + + = − + 
 

∫=  (25)

Из (25) находим коэффициенты a1 и a2. Для определения свободной границы ( )s t  применим гра-
ничное условие Стефана (19). Подстановка в него температурного профиля (21) приводит  
к нелинейному дифференциальному уравнению 
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 2 2 2[24 12 (2e 2) (4 ) 2e( ] / (8 5 ).5)t ts s s t s s s s′ + += + − − − + +  (26)

Данное уравнение может быть решено численно либо аналитически путем представления функ-
ции ( )s t  степенным рядом с разложением функции e t  в ряд Тейлора. Приближенное аналитиче-
ское решение уравнения (26) дает 4 5( ) / 24 ( ).t t ts O t+−  Отсюда находим  
При t = 1 имеем  Численное решение уравнения (26) дает при t = 1 значение свобод-
ной границы 0,9(1 0,) 87s =  чему отвечает значение  Ошибка в определении свобод-
ной границы ( )s t  на основе расчетной схемы согласно первому варианту оказалась сниженной 
примерно в полтора раза по сравнению с известным методом [7; 8]. Результаты расчета свобод-
ной границы ( )s t  и температурного профиля при t = 1 на основе численного метода и прибли-
женной формулы 4( ) / 24t ts t −  представлены на рис. 1. 

  
                                                       a                                                                                                   b

Рис. 1. Изменение во времени положения свободной границы (а) и температурные профили в момент времени t = 1 (b) 
на основе точного решения (сплошная линия) и приближенного с квадратичным профилем (21) согласно варианту 1 

(штрих-пунктирные линии) и варианту 2 (штриховые линии)

Fig. 1. Time change in the position of the free boundary (a) and temperature profiles at the instant of time t = 1 (b) constructed 
on the basis of the exact solution (full line) and the approximate solution with a quadratic profile (21) obtained by variant 1 

(dash-dot lines) and variant 2 (dashed lines)

В а р и а н т 2. Для нахождения функции ( )s t  применим подход, который связан с пренебре-
жением точного выполнения граничного условия Стефана (2) и применением вместо него инте-
грального соотношения второго порядка (14). Это дает уравнения
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Приближенное решение уравнения (27) посредством разложения искомой функции ( )s t   
в степенной ряд дает 5 6/120 ( )) .(s t t Ot t++  При t = 1 имеем ошибку %, которая при 
t = 1 составляет 0,83 %. В данном варианте мы имеем существенно более точное решение задачи 
для свободной границы по сравнению с первым вариантом (рис. 1, а). Результаты численного 
решения уравнения (27) приведены на рис. 1, а. При t = 1 отклонение в положении рассчитанной 
на основе (27) свободной границы от точного положения (1) 1s =  составляет 0,0026, или 0,26 %. 
Для ошибки аппроксимации температурного профиля в момент времени t = 1 имеем  

Новый подход в решении задачи Стефана: кубический полином. Опишем температурный 
профиль полиномом третьей степени
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 2 3
1 2 3( , ) ( )(1 / ) ( )(1 / s) ( )(1 / ) .T x t a t x s a t x a t x s= − + − + −  (28)

В а р и а н т 1. Применив граничное условие Стефана, получаем систему трех уравнений:
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Решив систему уравнений (29), находим коэффициенты a1, a2 и a3. Подстановка профиля (28) 
в интегральное соотношение (14) дает определяющее уравнение 
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 (30)

Вначале найдем приближенное решение уравнения (30) посредством представления функ-
ции ( )s t  в виде ряда 1

0 1 2( ) ...k ks t b t b t b t += + + +  Отсюда находим 6 7( ) /1350 ( )s tt tt O++  с от-
носительной ошибкой  что дает при t = 1 ошибку 0,074 %. Результаты численно-
го решения (30) представлены на рис. 2, а. Точность определения свободной границы в данном 
случае существенно возросла по сравнению с описанием температурного профиля квадратич-
ным полиномом (21). Отмечаем практически полное слияние рассчитанного на основе (30) при-
ближенного и точного решений вплоть до t = 2. На рис. 2, b приведен график абсолютного откло-
нения .sE  Из него следует, что в диапазоне t = (0, 1) отклонение sE  является незначительным, 
не превосходя 0,0002. При t = 1 имеем относительную ошибку 

  
                                                      a                                                                                                      b

Рис. 2. Изменение во времени свободной границы на основе точного решения (сплошная линия) и приближенного  
с кубическим полиномом (28) согласно варианту 1 (штрих-пунктирные линии) и варианту 2 (штриховые линии) (а)  
и изменение во времени относительной ошибки εs в решениях на основе кубического полинома (28) для вариантов 1 

(штрих-пунктирные линии) и 2 (штриховые линии) (b)

Fig. 2. Time change in the free boundary determined on the basis of the exact solution (full line) and the approximate solution 
with a cubic profile (28) obtained by variant 1 (dash-dot lines) and variant 2 (dashed lines) (а) and time change in the relative 
error εs of the solutions in the form of the cubic polynomial (28) obtained by variant 1 (dash-dot lines) and variant 2 (dashed 

lines) (b)

Графики температурных профилей согласно (28), (29) и 6 1350) / ,( t ts t +=  а также для точно-
го решения (20) представлены на рис. 3, а. Как видим, что при t = 2 имеет место существенное 
несоответствие приближенного и точного решений. Даже в момент времени t = 1,5 отмечаем ви-
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зуально различимое несовпадение сравниваемых температурных профилей. Однако решение на 
основе кубического полинома дает намного более точную аппроксимацию по сравнению с ква-
дратичным полиномом (рис. 1, b, рис. 3, а). 

  
Рис. 3. Температурные профили в различные моменты времени согласно точному решению (сплошная линия) и при-
ближенному решению с кубическим полиномом (28) согласно варианту 1 (штрих-пунктирная линия) (а) и варианту 2 

(штриховая линия) (b)

Fig. 3. Temperature profiles at different instants of time constructed on the basis of the exact solution (full line) and the ap-
proximate solution with a cubic profile (28) obtained by variant 1 (dash-dot lines) (а) and variant 2 (dashed lines) (b)

В а р и а н т 2. Другим подходом в решении задачи (17)–(19) является замена граничного ус-
ловия Стефана (2) либо (19) на одно из интегральных соотношений (16). В данном случае таким 
соотношением является интегральное соотношение третьего порядка (15), которому после диф-
ференцирования можно придать вид
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В этом случае для определения коэффициентов a1, a2 и a3 имеем систему уравнений
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Определяющее уравнение найдем в результате подстановки температурного профиля (28) в ин-
тегральное соотношение четвертого порядка, вытекающее из последовательности (16):

 
5

4 3 4

0 0 00

d 1 d 4 12 (2 ) d 1 4 ( )d d .
d 5 5

( )
s t t tx s sTx x s s s t s s w t t t

t
′  ′+ + + + + + + = 

 
∫ ∫ ∫∫  (31)

Дифференцирование уравнения (31) дает определяющее уравнение
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Приближенное решение уравнения (32) дает 7( ) 1102/ 5s t t t−  с ошибкой  При 
t = 1 имеем  Результаты численного решения уравнения (32) представлены на 
рис. 2, а. Замена условия Стефана (2) на интегральное соотношение третьего порядка (15) позво-
ляет весьма существенно повысить точность определения свободной границы s(t). При t = 1 име-
ем 0,00002sE =  либо  (рис. 2, b).

Температурные профили согласно второму варианту с 7( ) 1102/ 5s t t t= −  представлены на 
рис. 3, b. В отличие от первого варианта, в данном случае при t = 2 отмечаем достаточно точную 
аппроксимацию. В момент времени t = 1,5 температурные профили приближенного и точного 
решений практически полностью сливаются. Сравнение абсолютных отклонений TE  прибли-
женных температурных профилей от соответствующих точных профилей (рис. 4) показывает, 
что второй вариант расчета обеспечивает в два-три раза более точное аппроксимационное реше-
ние задачи. Для первого и второго вариантов расчета при t = 1 имеем ошибки   
и  соответственно. 

  
                                                          a                                                                                                    b

Рис. 4. Абсолютные отклонения TE  приближенных решений (28) согласно вариантам 1 (штрих-пунктирная линия) 
и 2 (штриховая линия) от точного решения для моментов времени t = 1 (а) и t = 1,5 (b)

Fig. 4. Absolute deviation TE  of the approximate solution (28) obtained by variant 1 by variant 1 (dash-dot lines) and variant 
2 (dashed lines) from the exact solution at the instants of time t = 1 (а) и t = 1,5 (b)

Заключение. Предложено два новых варианта приближенного аналитического решения од-
нофазной задачи Стефана с конвективным граничным условием на фиксированной границе. 
Данные решения основаны на применении новых интегральных соотношений, образующих бес-
конечную последовательность. Наиболее точным вариантом решения задачи является отказ от 
условия точного выполнения классического условия Стефана на свободной границе с его заме-
ной на одно из интегральных соотношений. На примере рассмотрения тестовой задачи показано, 
что предложенный новый подход является существенно более точным и эффективным по срав-
нению с известными интегральными подходами. Представлены решения задачи на основе при-
менения квадратичного и кубического полиномов. В решениях тестовой задачи на основе куби-
ческого полинома относительная ошибка определения положения свободной границы составля-
ет тысячные и сотые доли процента. В момент времени t = 1 относительная ошибка для 
температурного профиля составляет 0,0 .5 %7Tε =
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