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Пусть k – гензелево поле, K – квадратичное сепарабельное расширение поля k, D – централь-
ная конечномерная алгебра с делением над K, τ – унитарная инволюция алгебры D, т. е. инволю-
ция алгебры D с нетривиальным ограничением на K. Напомним, что индекс ветвления алгеб- 
ры D над K равен λD

2 r, где r = [Z( D ) : K ], а Z( D ) – центр алгебры .D  
Целью сообщения является изучение некоторых факторгрупп мультипликативной груп- 

пы D* алгебры D. Пусть U(D, τ) = {u Î D* | uuτ = 1} – унитарная группа алгебры D относительно 
инволюции τ; специальная унитарная группа алгебры D относительно инволюции τ – SU(D, τ) =  
= {u Î U(D, τ) | NrdD(u) = 1}, где NrdD : D* ® K* – гомоморфизм приведенной нормы группы D*  
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в	группу	K*;	коммутант	U(D,	τ)ʹ	унитарной	группы	U(D, τ).	Приведенная	анизотропная	унитар-
ная	группа	Уайтхеда	алгебры	D	относительно	τ	определяется	следующим	образом	SUK1

an (D,	τ) =  
= SU(D,	τ) / U(D,	τ) .́	Положим	также	SUv(D, τ) = {d Î SU(D, τ) | N( d ) = 1}.	Еще	нам	также	потре- 
буется	 группа	SUK1

v(D,	 τ),	 которая	определяется	 как	факторгруппа	 SU ( , ) / U( , ) .v D D ′τ τ 	Пусть	

SU( , )| ,DNEλ τ= 	где	 / (Nrd ),Z K DN N=  E = ((1 + MD) Ç SU(D,	τ))U(D,	τ)ʹ / U(D,	τ) .́
Конечно,	группа	SUK1

an(D, τ)	может	быть	определена	и	в	случае	любой	алгебры	с	делением	 
и	унитарной	инволюции	τ	и	играет	важную	роль	при	изучении	анизотропных	групп	внешних	
форм	групп	серии	An.	Однако	если	в	случае	изотропных	групп	имеется	развитая	теория,	описы-
вающая	их	свойства,	то	в	анизотропном	случае	проблема	описания	приведенных	групп	Уайтхеда	
остается,	 несмотря	 на	 более	 30-летнюю	 историю	 ее	 существования	 и	 пристальное	 внимание	 
к	ней	специалистов,	мало	приступной.	К	настоящему	времени	в	литературе	известны	лишь	три	
результата,	связанных	с	конкретными	алгебрами	D	[1–3].	Поэтому	важным	является	рассмотре-
ние	классов	специальных	алгебр	над	гензелевыми	полями	k	как	полигона	для	получения	новых	
гипотез	о	структуре	и	свойствах	групп	SUK1

an(D, τ). 
Сообщение	посвящено	описанию	групп	SUK1

an(D, τ)	в	случае,	когда	алгебра	D	не	разветвлена	
либо	слабо	разветвлена,	а	алгебра	D 	коммутативна.	

Для	изложения	результатов	нам	потребуются	следующие	определения	и	обозначения.	
Обозначим	через	v	единственное	гензелево	нормирование	алгебры	D,	возникающее	из	гензе-

левого	нормирования	поля	k.	Пусть	VD	–	кольцо	нормирования	v	алгебры	D, MD	–	идеал	нормиро-
вания	v	(единственный	двусторонний	максимальный	идеал	кольца	VD), /D DD V M= 	–	K -алгеб-
ра	вычетов	алгебры	D.	Определим	также	редукцию	 τ 	инволюции	τ	следующим	образом:	для	
всякого	элемента	(d + MD)	положим	 ( ) .D Dd M d Mτ τ+ = +

О	п	р	е	д	е	л	е	н	и	е	1.	Алгебра D называется неразветвленной над K, если [ : ] [ : ]D K D K= < ∞  
и центр D  сепарабелен над .K

Если	алгебра	D	неразветвлена,	то	λD = r = 1.
О	п	р	е	д	е	л	е	н	и	е	2.	Инволюция	τ	называется циклической, если в D имеется максимальное 

τ-инвариантное подполе L такое, что Lτ циклично над k, где Lτ	–	поле инвариантов	τ	в L.
О	п	р	 е	д	 е	л	 е	н	и	 е	3.	Циклическая инволюция	 τL называется инволюцией вида	 τL(u), если 

существует такой элемент u Î U(D, τL), что ограничение внутреннего автоморфизма iu на по- 
ле L	–	образующая группы Gal(L / K).

В	этих	обозначениях	справедливо	следующее	утверждение.
Т	е	о	р	е	м	а	1.	Пусть алгебра D неразветвлена над K. Тогда группы SUK1

an(D,	τ)	и SUK1
an( ,D

τ ) изоморфны при условии, что инволюция τ  имеет вид ( ), U( , ).L u u Dτ ∈ τ
В частности, последнее условие всегда выполнено, если D – алгебра кватернионов над K.
Опишем	дальше	 группы	SUK1

an(D, τ)	для	 алгебр	D	 с	 коммутативной	алгеброй	вычетов	 D   
в	терминах	специальных	подгрупп	группы	 *.D 	Для	этого	нам	потребуется	известный	факт,	ко-
торый	используется	и	при	доказательстве	теоремы	1.

Т	е	о	р	е	м	а	2.	Пусть алгебра D – слабо разветвленная алгебра над K с унитарной инволюци- 
ей	τ	и ветвящаяся над K, K / k – слабо разветвленное квадратичное расширение. Тогда во введенных 
выше обозначениях имеет место следующая коммутативная диаграмма с точными столбцом  
и строками

1
¯

 1 ® E ® SUv(D,	τ)	/	U(D,	τ)ʹ	® SUK1
an(D,	τ)	® 1 (1)

¯

 1 ® E ® SUK1
an(D, τ) ® SU(D,	τ)/U(D,	τ)	ʹ	® 1   (2)

¯
Eλ
¯
1
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Помимо этого, точны также последовательности:

 1 ® SUK1
an( ,D  τ ) ® SUK1

v(D, τ) ® Nrd (U( , )) Nrd ( ( ))v
D DD SL Dτ ∩  ®1  (3)

 1 ® SUK1
an( ,D  τ ) ®SU( , ) / U( , )D D ′τ τ  ®SU( , ) / SU( , )D Dτ τ  ® 1 (4)

З а м е ч а н и е. Группа Nrd (U( , )) Nrd ( ( ))v
D DD SL Dτ ∩  может быть вычислена с по- 

мощью следующих специальных подгрупп группы *D : *
Nrd Nrd ( ) ,

D D D τΣ =  NrdD
′Σ =  

*
/{ Nrd ( ) | ( ) },D Z Kz D N z k= ∈ ∈  где ( ).Z Z D=

П р е д л о ж е н и е. Если char k  ≠ 2, то имеет место точная последовательность

 1 → NrdD
Σ  → NrdD

′Σ  1τ−→  1
Nrd( )

D
τ−′Σ  → 1.

Кроме того, 1
NrdNrd (U( , )) Nrd ( ( )) ( ) .

D
v

D DD SL D τ−′τ ∩ = Σ
Д о к а з а т е л ь с т в о предложения получается из определения групп NrdD

′Σ  и NrdD
Σ   

и прямого вычисления факторгруппы Nrd Nrd/ .
D D

′Σ Σ
Т е о р е м а 3. Пусть D  – поле. Тогда для группы SUK1

an(D, τ) группа E тривиальна. Более 
того, имеет место следующая точная последовательность

 
* *

1/| ( ) } / SUK ( , ) 1,1 { an
D KN z k D Ez D Dτ λ∈ → τ → →→ ∈  

где *Dτ  – мультипликативная группа поля инвариантов τ  в .D
В частности, если Eλ = 1, то группы SUK1

an(D, τ) и Nrd Nrd/
D D

′Σ Σ  изоморфны.
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 1. Ввиду неразветвленности алгебры D над K имеем 

λD = 1, а ввиду точности столбца диаграммы из теоремы 2 заключаем, что группы SUK1
v(D, τ)  

и SU( , ) / U( , )D D ′τ τ   изоморфны.
Заметим, что в нашем случае Nrd ( ( )) 1,v

D SL D =  и потому точность последовательности (3) 
влечет изоморфизм групп SUK1

v(D, τ) и SUK1
an( ,D  τ ), что влечет точность следующей по сле­

довательности
 1 ® E ® SUK1

an(D, τ) ® SUK1
an( ,D  τ ) ® 1.

Таким образом, если инволюция τ  имеет вид ( )L uτ  для u Î U( ,D  τ ), то E = 1. Откуда 
следует, что SUK1

an(D, τ) @ SUK1
an( ,D  τ ). В случае, когда D – алгебра кватернионов, условие  

об инволюции τ  выполнено ввиду одного результата Алберта [4].
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 3. Известно, что для слабо разветвленных алгебр  

с коммутативными алгебрами вычетов группа E тривиальна.

Вначале заметим, что SUK1
an( ,D  τ ) = SU( ,D  τ ) = 1, поскольку Nrd .D Did=  Значит, ввиду 

тривиальности группы SUK1
an( ,D  τ ) из точности последовательности

 1 ® SUK1
an( ,D  τ ) ® SUK1

v(D, τ) ® Nrd Nrd/
D D

′Σ Σ   ® 1

вытекает изоморфизм групп SUK1
v(D, τ) и Nrd Nrd/ .

D D
′Σ Σ  Ввиду последнего изоморфизма,  

с учетом последовательности

 1 ® SUK1
v(D, τ) ® SUK1

an(D, τ) ® Eλ ® 1,

заключаем, что точна последовательность

 
* *

1/| ( ) } / SUK ( , ) 1.1 { an
D KN z k D Ez D Dτ λ∈ → τ → →→ ∈
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