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Аннотация. В работе исследуются приближения функции |sin x|s частичными суммами рациональных тригоно-
метрических рядов Фурье. Для рассматриваемых приближений получены интегральное представление и поточечная  
и равномерная оценки. На их основе рассмотрены некоторые случаи специального выбора полюсов. Получено асим-
птотическое соотношение для приближений частичными суммами полиномиальных тригонометрических рядов 
Фурье. Подробно исследуется случай фиксированного числа геометрически различных полюсов. 
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Abstract. In the present article, the approximation of the function |sin x|s by the partial sums of the rational trigonometric 
Fourier series is considered. An integral representation, uniform and point estimates for the above-mentioned approximation 
were obtained. Based on them, several special cases of the selection of poles were studied. In the case of the approximation by 
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of a fixed number of geometrically different poles. 
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Уводзіны. Трыганаметрычныя шэрагі з’яўляюцца істотнай часткай тэорыі набліжэнняў. Іх 
тэорыя выкладзена ў некалькіх манаграфіях [1; 2] і ў шматлікіх часопісных публікацыях. 
Безумоўна, гаворка ідзе пра палінаміяльныя трыганаметрычныя шэрагі.

Рацыянальныя трыганаметрычныя шэрагі такой увагай даследчыкаў, відаць, не карысталіся. 
Артаганальныя на адзінкавай акружнасці сістэмы рацыянальных функцый, якія абагульняюць 
асноўную трыганаметрычную сістэму, увялі С. Такенака [3] і Ф. Мальмквіст [4] у 1925–1926 гг. 
Толькі ў 1956 г. М. М. Джрбашан на іх аснове пабудаваў трыганаметрычныя рацыянальныя шэ-
рагі Фур’е [5]. Найважнейшым вынікам вышэйназванай работы М. М. Джрбашана было прад-
стаўленне ядра Дзірыхле ў кампактным выглядзе. Карыстаючыся гэтым прадстаўленнем, 
В. М. Русак [6] пабудаваў рацыянальныя аператары тыпу Феера, Джэксана, Вале Пусэна, якія 
ўзыходзяць да вядомых метадаў сумавання трыганаметрычных палінаміяльных шэрагаў Фур’е. 
Гэтыя аператары знайшлі прымяненне ў шэрагу часопісных артыкулаў В. М. Русака і яго вучняў 
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як метады рацыянальнай апраксімацыі, а таксама былі адлюстраваны ў вядомых манаграфіях па 
тэорыі рацыянальнай апраксімацыі [7].

У тэорыі як палінаміяльнай, так і рацыянальнай апраксімацыі істотнае значэнне маюць пы-
танні набліжэння элементарных функцый з алгебраічнымі асаблівасцямі: функцыі xs на адрэзку 
[0, 1] ці функцыі |x|s на адрэзку [–1, 1] [8; 9]. Аналагам апошняй функцыі ў перыядычным выпад-
ку з’яўляецца функцыя |sin x|s, s > 0. У дадзенай рабоце даследуюцца набліжэнні гэтай функцыі 
частковымі сумамі трыганаметрычных рацыянальных шэрагаў Фур’е.

Няхай

  1 2= = = = 0, = ; [0,1), = , = 1, 2, , ,
2r k k n k
sr k n n r+
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Для функцыі f(x) = |sin x|s, s > 0, x  R, разгледзім частковыя сумы яе трыганаметрычнага 
рацыянальнага шэрагу Фур’е [6]
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Увядзем абазначэнні: 
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Т э а р э м а 1. Для набліжэння функцыі |sin x|s частковымі сумамі трыганаметрычных 
рацыянальных шэрагаў Фур’е праўдзіцца наступная роўнасць: 
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здабытак Бляшке парадку 2n.
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Тэарэма 1 даказваецца з дапамогай пераходу ў камплексную плоскасць [10].
На аснове знойдзенага ў тэарэме 1 прадстаўлення атрымоўваем наступныя ацэнкі для наблі-

жэнняў функцыі |sin x|s частковымі сумамі трыганаметрычных рацыянальных шэрагаў Фур’е.
Т э а р э м а 2. Для набліжэння функцыі |sin x|s частковымі сумамі трыганаметрычных 

рацыянальных шэрагаў Фур’е праўдзяцца наступныя ацэнкі: 
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Пры гэтым ацэнкі (3), (4) з’яўляюцца дакладнымі ў тым сэнсе, што (3) ператвараецца ў роў-
насць пры x = 0, а ў (4) мае месца знак роўнасці ў выпадку, калі функцыя τn(u) не змяняе знак на 
[0, 1]. 

Карыстаючыся ацэнкай (4), можна атрымаць наступны вынік.
В ы н і к 1. Калі лікі α1, α2, …, α2n, якія задавальняюць умовам (1), такія, што шэраг 
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разбягаецца, то рацыянальны трыганаметрычны шэраг Фур’е для функцыі |sin x|s збягаецца 
раўнамерна на R. 

Разгледзім некаторыя выпадкі спецыяльнага выбару полюсаў.
Палінаміяльны выпадак. 
Т э а р э м а 3. Для набліжэнняў функцыі |sin x|s трыганаметрычнымі палінаміальнымі 

шэрагамі Фур’е праўдзіцца наступнае асімптатычнае судачыненне
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вынікае з тэарэмы 2, ацэнка (4) з’яўляецца дакладнай, г. зн.:

  

11
2 2 ( 1)/2

0

2(0) sin ( ) .
2 (1 )

s

n ns
s u u du

u

−

+
π

ε = τ
π −

∫  
 

(5)

Даследуем асімптатычныя паводзіны інтэграла справа ў гэтай роўнасці. Прадставім яго  
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Для атрымання асімптатычнай ацэнкі скарыстаемся метадам Лапласа. Менавіта, прыменім 
тэарэму Эрдэі [11, с. 49]. Прывядзем яе фармулёўку.

Т э а р э м а  Э р д э і. Няхай I(x) – інтэграл віду 
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дзе p(t) – рэчаісная функцыя рэчаіснай зменнай; функцыя q(t) можа быць як камплексназначнай, 
так і рэчаісназначнай; а – канечны лік; b можа быць як канечным, так і бясконцым.



14	 Doklady	of	the	National	Academy	of	Sciences	of	Belarus,	2021,	vol.	65,	no.	1,	рр.	11–17

Акрамя	таго,	няхай	выконваюцца	ўмовы:
1)	функцыя	p(t)	мае	максімум	пры	t = a,	прычым	p(t) < p(a)	пры	a < t ≤	b;
2)	функцыі	p′(t)	і	q(t)	непарыўныя	ў	некаторым	наваколлі	пункту	а,	за	выключэннем,	магчыма,	

самога	пункту	а;
3)	інтэграл	I(x)	абсалютна	збягаецца	ва	ўсім	абсягу	інтэгравання	пры	ўсіх	досыць	вялікіх	x;
4)	выконваюцца	асімптатычныя	роўнасці

 ( ) ( ) ( ) , 0,p t p a P t a t aµ− − → +

 
1( ) ( ) , 0,q t Q t a t aλ−− → +

дзе	P, μ, λ –	дадатныя	пастаянныя,	а	Q ≠ 0	–	рэчаісная	або	комплексная	пастаянная.
Тады	
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Праверым	выкананне	ўмоў	указанай	тэарэмы.
1)	Знойдзем	максімум	функцыі	
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адкуль	P = 2, μ = 1, Q = 1, λ = s. 
Тады	паводле	формулы	(7)	атрымаем
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Гэта	ацэнка	была	атрымана	намі	раней	у	[12].
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Выпадак фіксаванай колькасці геаметрычна розных полюсаў. У гэтым выпадку на по­
люсы апраксімацыйнай частковай суммы шэрага Фур’е Sn (x) будзем накладваць некаторыя 
абмежаванні. 

Прытрымліваючыся [13], увядзём наступныя абазначэнні. 
Няхай A2n – мноства пунктаў (α1, α2, …, α2n)  R2n, якія задавальняюць умовам (1). Пакладзем 

n > r, 1 ,
2
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 n1 = n – r і q – адвольны фіксаваны цэлы лік, 0 ≤ q ≤ n1; A2n.2q ‒ мноства пунктаў 

α = (α1, α2, …, α2n)  A2n такіх, што сярод лікаў α1, α2, …, αn не больш за q розных, не роўных нулю 

лікаў, і кратнасць кожнага пункта роўная 1 .
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 Іншымі словамі, у гэтым выпадку 

апраксімацыйная рацыянальная функцыя мае 2q геаметрычна розных полюсаў у адкрытай 
камплекснай плоскасці і яшчэ полюс на бясконцасці. 

Абазначым таксама
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На аснове тэарэмы 2 атрымаем адпаведныя вынікі.
Т э а р э м а 4. Пры адвольных цэлых n і q, 0 ≤ q < n, n > r, мае месца наступная ацэнка 

набліжэнняў функцыі |sin x|s частковымі сумамі трыганаметрычнага рацыянальнага шэрагу 
Фур’е з зададзенай колькасцю 2q геаметрычна розных полюсаў у адкрытай камплекснай плоскасці:
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дзе C(s) ‒ некаторая дадатная пастаянная, якая залежыць толькі ад s.
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В ы н і к 3. Калі q ‒ фіксаваны цэлы лік, то пры n > q
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дзе C(s, q) ‒ дадатная пастаянная, якая залежыць толькі ад параметраў s i q.
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 n > n0 (n0 ‒ некаторы натуральны лік, залежны толькі ад q і s) адпаведна.

У выпадку, калі апраксімацыйная рацыянальная функцыя мае толькі 2q геаметрычна розных 
полюсаў у пашыранай камплекснай плоскасці, для адпаведных набліжэнняў 2 ,2n qε  праўдзіцца 
наступная тэарэма.

Т э а р э м а  5. Для набліжэнняў функцыі |sin x|s, s > 0, частковымі сумамі трыганаметрычнага 
рацыянальнага шэрагу Фур’е з 2q геаметрычна рознымі полюсамі ў пашыранай камплекснай 
плоскасці праўдзіцца судачыненне
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2 2ln

ss qq
q s

n qqn

n s ss q q
n

−
+

−→∞

   π  ε = Γ   −      π     

прычым супрэмум дасягаецца ў выпадку, калі n = mq, m – цотны натуральны лік.
Гэты вынік атрымоўваецца з тэарэмы 2 (гл. (4)) і тэарэмы 5 работы [14]. Зрэшты, варта 

адзначыць, што такая ж ацэнка атрымана ў [14] для набліжэнняў функцыі |sin x|s, s > 0, 
пераўтворанымі аператарамі Фур’е–Чабышова. 



16	 Doklady	of	the	National	Academy	of	Sciences	of	Belarus,	2021,	vol.	65,	no.	1,	рр.	11–17

Агульны выпадак
Т	э	а	р	э	м	а 6. Для набліжэнняў функцыі |sin x|s, s > 0, частковымі сумамі трыганаметрычнага 

рацыянальнага шэрагу Фур’е праўдзіцца няроўнасць

  2 1( ) sin .
2

ns
n

sC s ne−ππ
ε ≤  (9)

Заключэнне.	 Атрыманыя	 вынікі	 пацвярджаюць,	 што	 роля	 перыядычнай	 функцыі	 |sin	 x|s, 
s >	 0,	 у	 тэорыі	 набліжэнняў	 аналагічна	 ролі	 функцыі	 |x|s	 на	 адрэзку	 [–1,	 1]	 у	 алгебраічным	
выпадку.	
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