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Аннотация. Для линейных нестационарных систем наблюдения со скалярным выходом доказаны необходимые 
и достаточные условия, при выполнении которых исходную систему наблюдения можно преобразовать к стационар-
ному виду с помощью группы линейных нестационарных дифференцируемых преобразований. Указан полный ин-
вариант действия группы преобразований на множестве равномерно наблюдаемых систем. Описан конструктивный 
алгоритм построения эквивалентной стационарной системы для заданной линейной нестационарной системы на-
блюдения.

Ключевые слова: линейная нестационарная система наблюдения, равномерная наблюдаемость, группа преоб-
разований, стационарная система, приводимость, полные инварианты

Для цитирования. Астровский, А. И. Стационарные орбиты линейных нестационарных систем наблюдения / 
А. И. Астровский // Докл. Нац. акад. наук Беларуси. – 2021. – Т. 65, № 1. – С. 18–24. https://doi.org/10.29235/1561-8323-
2021-65-1-18-24 

Anatoly I. Astrovskii

Belarus State Economic University, Minsk, Republic of Belarus

STATIONARY ORBITS OF LINEAR TIME-VARYING OBSERVATION SYSTEMS

(Communicated by Academician Nikolay A. Izobov)

 Abstract. In terms of matrix observability, the necessary and sufficient conditions are obtained for the linear time-
varying observation system to have stationary orbits with respect to the linear time-varying transformation group of class C1. 
The full invariant of the action of a transformation group is described. It is proved that for any matrix function A  C(T, Rn×n), 
there exists such an n-vector function c(t), t  T, that the pair (A, c) is uniformly observable. The algorithm for constructing  
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Введение. Один из известных методов исследования структурных свойств динамических си-
стем основан на классической идее А. М. Ляпунова [1] о преобразовании системы с помощью 
подходящей группы преобразований к простейшей (канонической) форме, что в ряде случаев 
позволяет полностью изучить ее основные свойства. Этот метод успешно применяется при изу-
чении устойчивости линейных нестационарных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Н. П. Еругин указал необходимые и достаточные условия приводимости линейных 
нестационарных систем [2], однако конструктивных методов приводимости для общих классов 
систем до сих пор не разработано. Общая концепция исследования линейных дифференциаль-
ных систем, основанная на классификации их относительно действия различных групп преобра-
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зований, изложена в работах Ю. С. Богданова [3; 4] и И. В. Гайшуна [5]. В [6; 7] исследован во-
прос приводимости к кусочно-постоянным системам и глобальная ляпуновская приводимость. 
Отметим, что задачи классификации нестационарных систем с точки зрения действий различ-
ных групп преобразований исследовались, например в [5–8].

Для систем управления-наблюдения реализация идей А. М. Ляпунова заключается в приве-
дении исходной системы к каноническому виду с помощью подходящей группы линейных пре-
образований. В качестве канонических систем обычно рассматриваются системы с матрицами  
в форме Фробениуса или Шварца, что объясняется тем, что для них основные задачи математи-
ческой теории систем решаются сравнительно просто. В [5; 8−10] дано систематическое примене-
ние канонических форм Фробениуса к классическим проблемам синтеза нерезонансных систем, 
управления спектром, стабилизации, асимптотического оценивания состояний и др. К настоя-
щему времени теория канонических форм Фробениуса для линейных нестационарных систем 
управления и наблюдения достаточно полно разработана в случае систем со скалярным выхо-
дом (управлением) [5; 8].

В данной работе изучается вопрос о преобразовании нестационарной системы наблюдения 
со скалярным выходом при помощи группы нестационарных преобразований к стационарному 
виду.

Постановка задачи. Рассмотрим на отрезке 0 1= [ , ]T t t  линейную нестационарную систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

 ( ) = ( ) ( ),x t A t x t  (1)

у которой ( )x t  – n-вектор столбец состояния в момент t, а ( )n n× -матричная функция ( )A t  непре-
рывна на T. Пусть выходная функция ( ),y t  ,t T∈  системы (1) связана с состоянием ( )x t  формулой

 ( ) = ( ) ( ), ,y t c t x t t T∈  (2)

где ( )c t  – n-вектор строка с непрерывными элементами.
Отождествим систему наблюдения (1), (2) с парой матричных функций ( , ),A c  а совокуп-

ность всех таких пар с непрерывными элементами обозначим = ( , ) ( , ).n n n
n C T C T×Σ ×R R  Здесь 

( , )n nC T ×R  – множество ( )n n× -матричных функций с непрерывными элементами, а ( , )nC T R  – 
множество n-вектор-функций строк с непрерывными компонентами.

Пусть n  – группа, состоящая из невырожденных при каждом t T∈  ( )n n× -матричных функций 
с непрерывно дифференцируемыми элементами. Действие группы n  на множестве nΣ  определим 
стандартным образом: 

 
1 1*( , ) = ( , ), , ( , ) .nG A c G AG G G cG G G A c− −− ∈ ∈Σ

Обозначим через /n nΣ   множество орбит действия группы n  на ,nΣ  т. е. множество классов 
эквивалентных систем из nΣ  по отношению эквивалентности: ( , ) ( , ),A c B d  если и только если 
существует такое ,nG∈  что *( , ) = ( , ).G A c B d  Символом ( , )A c  будем обозначать орбиту дей-
ствия группы ,n  на паре ( , ),A c  т. е. множество систем из ,nΣ  эквивалентных паре ( , ).A c  
Орбиту, в которой существует стационарная система (т. е. система с постоянными коэффициен-
тами), будем называть стационарной. Найдем условия на матрицы системы (1), (2), при выполне-
нии которых ее орбита будет стационарной или, другими словами, при каких условиях нестаци-
онарная пара ( , )A c  может быть преобразована с помощью действия группы n  к стационарному 
виду.

Отметим, что в отличие от классического понятия приводимости для системы (1) на беско-
нечном промежутке времени, свойство приводимости для систем наблюдения (1), (2) означает 
возможность одновременного преобразования матричных функций ( )A t  и ( )c t  к стационарным 
(постоянным) матрицам на конечном промежутке T.

Для решения поставленной задачи полезными окажутся полные инварианты, описание кото-
рых приведено ниже.
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Свойства матрицы наблюдаемости. Обозначим через ( , )T A c  множество всех выходных 
функций системы (1), (2), т. е.

 0 0 0( , ) = { ( , ) : ( ) = ( ) ( , ) , , },n
T AA c y C T y t c t F t t x t T x∈ ∈ ∈ R R

где 0( , )AF t t  – фундаментальная матрица системы (1), т. е. матричное решение уравнения 

 0 0 0 0( , ) = ( ) ( , ) ( ), ( , ) = .A A A nF t t A t F t t t T F t t E∈

Здесь nE  – единичная ( )n n× -матрица.
Л е м м а. Две системы ( , )A c  и ( , )B d  из nΣ  принадлежат одной и той же орбите относи-

тельно действия группы n  тогда и только тогда, когда их множества выходов ( , )T A c   
и ( , )T B d  совпадают.

Доказательство леммы см. в [8, с. 42–44].
Из леммы следует, что задаваемое системой ( , )A c  отображение

 0 0 0: ( , ), ( ) = = ( ( ) = ( ) ( , ) , )n
T AH A c H x y y t c t F t t x t T→ ∈R 

инвариантно относительно действия группы .n  Однако построение этого отображения непо-
средственно по параметрам исходной системы представляет собой довольно сложную задачу. 
Укажем полный инвариант действия группы n  на множестве равномерно наблюдаемых систем.

Пусть орбите ( , )A c  пары ( , ) nA c ∈Σ  принадлежит стационарная система ( , ).s sA c  Тогда 
каждая выходная функция из множества ( , )T A c  бесконечно дифференцируема (по терминоло-
гии из [5, c. 191] пара ( , )A c  имеет класс =k ∞). Следовательно [8, с. 32–33], для этой пары ( , )A c  
можно по рекуррентным правилам определить n-вектор-функции строки 

 0 1 1( ) = ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ) ( = 1, 2, , ).i i is t c t s t s t A t s t i− −+ ∞
  (3)

С л е д с т в и е 1. Если для пары ( , ) nA c ∈Σ  нельзя определить хотя бы при одном k  (1 <k≤ ∞) 
по (3) строку ( )ks t  (т. е. строка 1( )ks t−  не дифференцируема), то орбита этой пары не является 
стационарной. 

Обозначим через ( , )( )S A c t  матрицу наблюдаемости пары ( , ) :A c
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1
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( )
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( )n
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s t

S A c t t T
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  ∈
 
 
 



Т е о р е м а 1. Если пара ( , )A c  имеет стационарную орбиту, то ранг матрицы наблюдаемо-
сти ( , )( )S A c t  для любого t T∈  принимает одно и то же значение.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1 основано на возможности построения матрицы наблюдае-
мости для систем ( , ),A c  обладающих стационарной орбитой (так как в этом случае множество 

( , )T A c  состоит из бесконечно дифференцируемых функций и по лемме 2.1 из [8, с. 32] матрица 
наблюдаемости существует), и том факте, что матрицы наблюдаемости ( , )( )S A c t  и ( , )( )S B d t  
систем ( , )A c  и ( , )B d  из одной орбиты связаны соотношением ( , )( ) = ( , )( ) ( )S B d t S A c t G t  для 
некоторой матрицы .nG∈

С л е д с т в и е 2. Если для пары ( , ) nA c ∈Σ  существует матрица наблюдаемости ( , )( )S A c t  
и для каких-то моментов времени 1τ  и 2τ  из T ранги матриц 1( , )( )S A c τ  и 2( , )( )S A c τ  различны, 
то пару ( , )A c  нельзя преобразовать к стационарному виду.
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Полные инварианты для равномерно наблюдаемых систем. Пусть n  – множество равно-
мерно наблюдаемых систем класса n [11]. Доказано [5, с. 226], что для каждой пары ( , ) nA c ∈  
ранг матрицы наблюдаемости ( , )( )S A c t  равен n для любого .t T∈  Нетрудно заметить, что пре-
образование ( ),G t  связывающее две равномерно наблюдаемые системы ( , )A c  и ( , )B d  из одной 
орбиты, имеет вид 1( ) = ( ( , )( )) ( , )( ).G t S A c t S B d t−  Доказано [8, с. 66], что отображение

 
1: ( , ), ( , )( ) = ( )( ( , )( ))n

n nf C T f A c t s t S A c t −→ R  (4)

является полным инвариантом действия группы n  на множестве .n  Другими словами, отобра-
жение f, определенное соотношением (4), принимает одно и то же значение на орбите ( , )A c  
пары ( , ) :nA c ∈  ( * ( , )) = ( , ) , nf G A c f A c G G∀ ∈ , и имеет разные значения на различных 
орбитах.

Отсюда следует, что между множествами ( )nf   и /n n   существует взаимно однозначное 
соответствие, т. е. отображение ( , )( )f A c t  различает орбиты неэквивалентных систем.

Простые вычисления показывают, что любая заданная непрерывная n-вектор функция 
1 2( ) = ( ( ), ( ), , ( ))nt t t tβ β β β  является значением полного инварианта для системы наблюдения

 1 2

0 1 0

( ) = , = (1 0 0 0),
0 0 1
( ) ( ) ( )

f f

n

A t c

t t t

 
 
 
 
 
β β β 



   







 (5)

т. е. ( ) = ( , )( ),f ft f A c tβ  причем ( , )( ) =f f
nS A c t E  и ( ) = ( ).ns t tβ  Здесь n-вектор строка ( )ns t  по-

строена по формулам (3) для пары ( , ).f fA c
Введем в рассмотрение подмножество c

n  множества ,n  для каждой системы ( , )A c  кото-
рого полный инвариант ( , )( )f A c t  является неизменяющейся по времени функцией, т. е.

 1 2= {( , ) : ( , )( ) , ( , , , ) }.c n
n n j j nA c f A c t∈ ≡ γ γ = γ γ γ ∈  R

Понятно, что множество стационарных наблюдаемых систем (1), (2) является подмножеством 
,c

n  и для таких систем ( , )B d   1
1 2 1( , ) = ( ( , )) = ( , , , , ),n

n nf B d dB S B d −
−a a a a  где ia  – коэффи-

циенты характеристического многочлена матрицы B: 1
1 1det( ) = ... .n n

n nE B −
−λ − λ −a λ − −a λ −a

Вышеизложенное доказывает следующее утверждение.
Т е о р е м а 2. Равномерно наблюдаемая пара ( , ) nA c ∈Σ  обладает стационарной орбитой 

относительно группы n  тогда и только тогда, когда она принадлежит множеству .c
n

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия наличия в орбите пары ( , )A c  
стационарной системы наблюдения в форме Фробениуса 0 0( , )A c  [8, с. 57].

Т е о р е м а 3. В орбите ( , )A c  пары ( , ) nA c ∈Σ  имеется стационарная система в форме 
Фробениуса 0 0( , )A c  тогда и только тогда, когда пара ( , )A c  принадлежит классу = ,k ∞  явля-
ется равномерно наблюдаемой и существуют такие действительные числа 1 2, , , ,na a a  что 
для всех t T∈  выполняется равенство 1 0 2 1 1( ) = ( ) ( ) ( ),n n ns t s t s t s t−a + a + + a  где n – вектор стро-
ки ( ),is t  = 0,1, , ,i n  построены по рекуррентным формулам (3).

С л е д с т в и е 3. Система ( , ) nA c ∈Σ  приводима к паре ( , )f fA c  с коэффициентами 
( ) = 0,i tβ  = 1, 2, , ,i n  тогда и только тогда, когда система ( , )A c  равномерно наблюдаема, 

принадлежит классу =k ∞ и ( ) 0,ns t ≡  .t T∈
Предположим, что матричная функция ( , )n nA C T ×∈ R  задана. Изучим вопрос о существова-

нии такой n-вектор функции ( ),c t  ,t T∈  что пара ( , )A c  имеет класс n и является равномерно 
наблюдаемой, т. е. принадлежит множеству .c

n
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Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а 4. Для любой матричной функции ( , )n nA C T ×∈ R  существует такая n-вектор 

функция 1( , ),nc C T∈ R  что пара ( , )A c  имеет класс n и является равномерно наблюдаемой, 
т. е. принадлежит множеству .n

Теорема 4 следует из теоремы 16.1 [5, с. 244]. Из теоремы 4 вытекает, что минимальное число 
выходов, при котором система равномерно наблюдаема, равно единице для линейной нестацио-
нарной системы наблюдения. Например, если матрица A постоянна, то всегда существует такая 
n-вектор функция строка ( , ),nc C T R∈  что пара ( , )A c  равномерно наблюдаема. Если требовать, 
чтобы матрица C была постоянной, то минимальное число выходов равно числу нетривиальных 
инвариантных многочленов матрицы A.

Алгоритм построения стационарной системы для равномерно наблюдаемой пары.
1. Для заданной системы ( , ) nA c ∈Σ  по рекуррентным формулам (3) находим n-вектор стро-

ки ( ),is t  = 0,1, , .i n  Если их нельзя построить, то стационарной пары в орбите ( , )A c  нет.
2. Формируем матрицу наблюдаемости ( , )( )S A c t  и проверяем ее невырожденность при ка-

ждом .t T∈  Если ранги матрицы ( , )( )S A c t  при разных t T∈  не совпадают, то стационарной си-
стемы в орбите ( , )A c  нет. Далее алгоритм работает для случая равномерно наблюдаемой 
пары, т. е. когда rang ( , )( ) =S A c t n  для всех .t T∈

3. Вычисляем полный инвариант ( , )( )f A c t  по формуле (4). Если его значение равно некото-
рому постоянному n-вектору ,β  то пара ( , )A c  преобразуется к стационарной системе вида (5) 
при помощи преобразования 1( ) = ( ( , )( )) .G t S A c t −  Если значения полного инварианта зависят от 
переменной t, то стационарной системы в орбите ( , )A c  нет.

Примеры. 
1. Рассмотрим на отрезке = [1, 5]T  систему наблюдения второго порядка с матрицами 

2 1 1( ) = , ( ) = (1, 1).
0 1

tA t c t
 +
  
   

Для этой системы значение полного инварианта ( , )( )f A c t   

равно 
4 4 2

2 2
4 1 2 2, .
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 Следовательно, данную пару ( , )A c  c помощью группы 2  

нельзя преобразовать к стационарному виду.
2. Пусть вещественная функция ( )tγ  непрерывно дифференцируема, но ее производная 

( ) = ( )t tϕ γ  не дифференцируема ни в одной точке .t T∈  Рассмотрим систему наблюдения третьего 
порядка с матрицами
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Отметим, что для этой системы не выполняются классические требования для построения ма-
трицы наблюдаемости, а именно условия дифференцируемости: матрица ( )A t  только один раз 
дифференцируема. Тем не менее для нее существует невырожденная для всех t T∈  классическая 
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 и значение полного инварианта ( , )( )f A c t  

равно (2 3 0).  Следовательно, эта система с помощью группы 3  преобразуется к стационар-

ной системе 
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Полученные в данной работе результаты для линейных систем наблюдения можно перенести 
на линейные нестационарные системы управления. Отметим также, что вопросы приводимости 
линейных нестационарных систем управления-наблюдения изучались в [12; 13] в предположе-
нии, что фундаментальная матрица системы (1) может быть найдена в аналитической форме.
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