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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ

Аннотация. В данном сообщении рассматривается первая смешанная задача для волнового уравнения в четы-
рехмерной области (три пространственные и одна временная компоненты). С помощью операторов осреднения по 
сфере доказывается теорема о существовании единственного классического решения поставленной задачи. Метод 
осреднения по сфере ранее использовался для вывода формул Кирхгофа и Пуассона для решения задачи Коши для 
волнового уравнения в случае четырех и трех независимых переменных соответственно. Показывается, что этот 
метод может быть применен и для более сложной задачи. При использовании операторов осреднения по сфере ис-
ходная задача сводится к первой смешанной задаче для уравнения колебания струны, для которой уже доказан кри-
терий корректной разрешимости. При этом требования на гладкость функций в критерии для разрешимости первой 
смешанной задачи для уравнения колебания струны необходимо усилить. Усиленный критерий можно доказать  
с помощью метода характеристик.
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CLASSICAL SOLUTION OF THE FIRST MIXED PROBLEM FOR THE WAVE EQUATION  
IN THE CYLYNDRICAL DOMAIN

Abstract. The first mixed problem for the wave equation in the four-dimensional area (three dimensions of space and one 
dimension of time) is considered. The theorem of existence of the unique classical solution of the given problem is proved with 
the help of averaging operators. The method of averaging operators was used for obtaining kirchhoff’s and Poisson’s formulas 
for solving the Cauchy problem for the wave equation in the case of four and three independent variables respectively. Here it 
is shown that this approach can be used to solve a more complex problem. When using averaging operators, the initial problem 
is reduced to the first mixed problem for string oscillations, for which the correct solvability criterion has already been proved. 
However, the smoothness of the functions in the solvability criterion should be enhanced. The enhanced criterion can be proved 
by the method of characteristics.
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Введение. Смешанные задачи для гиперболических уравнений используются в различных 
прикладных сферах современной науки. Много работ посвящено исследованию корректной 
постановки задач для гиперболических уравнений с двумя свободными переменными. Для этих 
задач доказаны критерии корректности или получены достаточные условия для существования 
единственного классического решения [1–7]. Однако для уравнений с большим числом незави-
симых переменных таких исследований проведено достаточно мало. Например, для задачи Коши 
для волнового уравнения получены формулы Кирхгофа и Пауссона в случае четырех и трех не-
зависимых переменных. Возникает вопрос, можно ли получить достаточные условия существо-
вания единственного классического решения смешанных задач в случае пространств высоких 
размерностей. 

В данном сообщении представлено исследование, в котором для простейшего случая первой 
смешанной задачи для волнового уравнения в случае четырех независимых переменных вы-
водятся необходимые и достаточные условия согласования на значения этих функций и их 
производных до третьего порядка включительно для существования единственного класси-
ческого решения поставленной задачи при заданной гладкости исходных функций. Стоит отме-
тить, что в случае четырех независимых переменных для C2 гладкости решения поставленной 
задачи требуется более высокая гладкость на исходные функции, чем для исходных функций 
первой смешанной задачи для уравнения колебания струны.

Постановка задачи. Задача рассматривается на множестве четырех независимых перемен-
ных 0 0 1 2 3( , ) ( , , , ).x x x x x x′= =x  В области 3= (0, ) , ,Q + ∞ ×Ω Ω⊂   относительно неизвестной 
функции 4: ( )u Q u⊃ → ⊂x  задается волновое уравнение 
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К уравнению (1) присоединяются начальные условия 
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и граничное условие на боковой поверхности (0; )Γ = +∞ ×∂Ω 

 | = ( ),u Γ µ x  (3)

где 4 3 3: ( ) , : ( ) , : ( )′ ′ ′ ′µ ⊃ Γ ∋ →µ ⊂ ϕ ⊃Ω ∋ →ϕ ⊂ ψ ⊃Ω ∋ →ψ ⊂x x x x x x     �  – заданные 
функции.

Операторы осреднения. Для задачи Коши (1)–(2) в области 3(0, )Q = + ∞ ×  с помощью опе-
раторов осреднения доказывается теорема о существовании единственного классического реше-
ния ( )u x  при достаточной гладкости исходных данных и выводится формула Кирхгофа, которая 
дает аналитическое выражение полученного решения. 

Применим для первой смешанной задачи похожий подход. Рассмотрим оператор 
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Наряду с оператором (4) введем оператор ( ) ( , )r uM u rJ r=x x  и рассмотрим точку 0( , ),N x ′x  для 
которой зафиксируем пространственные координаты x′. Применим к задаче (1)–(3) в точке N 
оператор осреднения rM  по переменным x′.

В результате задача (1)–(3) сведется к задаче 
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на области  0 0= {( , ) | > 0, (0; ]},NQ x r x r r∈  где ( , )Nr d N Q= ∂  – расстояние от точки N до границы 
.Q∂  К (5) присоединяются начальные условия 
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и граничные условия 
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где точка Q∈∂z  такая, в которой сфера радиусом Nr  вокруг точки N  касается границы .Q∂  
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Задача (5)–(7) представляет собой первую смешанную задачу для одномерного волнового 
уравнения, заданную в полуполосе относительно функции 0( , ; ) ( ).rv x r M u′ =x x  При этом 
искомая функция из задачи (1)–(3) ( )u x  выражается через решение 0( , ; )v x r ′x  задачи (5)–(7) по 
формуле 

 0
00

( )( ) ( , ; ) ,lim r

rr

M uu v x r
r r→=

∂ ′= =
∂

xx x  

откуда следует, что решение u будет из класса C 2, если решение v задачи (5)–(7) будет из клас- 
са C 3. 

Для задачи (5)–(7) в [8] уже доказан критерий существования единственного классического 
решения из класса 2.C

Т е о р е м а 1. Классическое решение задачи (5)–(7) существует и единственно в классе 


2 ( )C Q  тогда и только тогда, когда 2( ) ([0; ]),Nr C rϕ ∈  ( ) ([0; ]),r C rψ ∈  2
0( ) ([0; ))x Cµ ∈ +∞   

и выполняются условия согласования 
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Можно сформулировать аналогичное утверждение для существования единственного клас-
си ческого решения задачи (5)–(7) в классе 3 ,C  которое доказывается с помощью метода ха рак-
теристик.

У т в е р ж д е н и е. Классическое решение задачи (5)–(7) существует и единственно в классе 


3( )C Q  тогда и только тогда, когда 3( ) ([0; ]),Nr C rϕ ∈  2( ) ([0; ]),Nr C rψ ∈  3
0( ) ([0; ))x Cµ ∈ +∞  и вы-

полняются условия согласования 
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Таким образом, для доказательства существования единственного классического решения 
исход ной задачи необходимо вывести условия на функции задачи (1)–(3), при которых выполня-
ются условия утверждения. 

Т е о р е м а 2. Пусть 3 2 3( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ).C C C′ ′ϕ ∈ Ω ψ ∈ Ω µ ∈ Γx x x  Классическое решение задачи 
(1)–(3) существует и единственно в классе 2 ( )C Q  тогда и только тогда, когда выполняются 
условия согласования 
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Заключение. В данном сообщении представлены необходимые и достаточные условия согла-
сования для существования единственного классического решения первой смешанной задачи 
для волнового уравнения в случае четырех независимых переменных, которое задано в цилинд-
рической области, при достаточной гладкости исходных данных.
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