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Аннотация. Исследованы известные системы радиальных уравнений, описывающие атом водорода на основе 
уравнения Дирака в пространствах постоянной кривизны Лобачевского–Римана. В обеих геометрических моделях 
выведены дифференциальные уравнения второго порядка с шестью регулярными особыми точками, построены их 
точные решения фробениусовского типа. Для получения правила квантования для значений энергии используется 
известное условие, выделяющее трансцендентные решения Фробениуса. Это позволяет найти в явном виде спектры 
энергий, которые интерпретируются физически и похожи на спектры, возникающие из анализа скалярных уравнений 
Клейна–Фока–Гордона в этих пространственных моделях. Спектры с похожей структурой возникали ранее из 
анализа этих же систем уравнений на основе применения квазиклассического приближения. 
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Введение. Исследованию квантово-механического описания атома водорода на фоне про-
странств постоянной кривизны Лобачевского–Римана посвящено достаточно много работ [1–15]. 
Основоположником этих исследований был Э. Шрёдингер [1]. В частности, большой интерес вы-
звал вопрос об описании скрытой симметрии этой системы в нерелятивистском случае [5–8].

Наиболее трудным и до настоящего времени все еще до конца не решенным оказался случай 
частицы со спином 1/2. Получаемое для этой системы итоговое радиальное дифференциальное 
уравнение 2-го порядка оказывается очень сложным: оно имеет 6 регулярных особых точек,  
с использованием специального приема задачу удается преобразовать к уравнению с 5 особыми 
точками (см. [14]). Однако в настоящее время надежного метода получить точные решения для 
этой задачи вместе с точным спектром энергии не существует. В [10; 11] были найдены спектры 
энергии на основе применения ВКБ-анализа, они представляются вполне удовлетворительными 
с физической точки зрения и оказываются очень похожими на точные спектры, возникающие 
при решении уравнения Клейна–Фока–Гордона в этих геометрических моделях. 

В настоящей работе для случая частицы со спином 1/2 мы обращаемся к формально точным 
решениям фробениусовского типа, которые можно построить для возникающих уравнений, и вы-
деляем из этих решений класс так называемых трансцендентных решений Фробениуса. Ока-
залось, что этот прием позволяет вывести формулы для спектров энергии, которые фактически 
совпадают с найденными ранее из ВКБ-анализа [10; 11]. Кроме того, для случая сферического 
пространства Римана такого же вида спектр был получен в [4], при этом, с нашей точки зрения, 
ошибочно утверждалось, что этому спектру соответствует возможность построить решения си-
стемы радиальных уравнений в квазиполиномах. 

Атом водорода в пространстве Лобачевского. В пространстве Лобачевского 3H  уравнение 
Дирака с учетом кулоновского потенциала приводит к системе двух уравнений (придерживаемся 
обозначений из [14; 15]; радиальная координата обезразмерена делением на радиус кривизны ρ, 
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Преобразуем систему (1) к новой переменной tanh (0 1),
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Отсюда следует уравнение 2-го порядка для функции ( )f z  
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оно имеет 6 особых точек (вводим обозначение 0E m
e
+

= σ > ): 
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Уравнение (2) может быть записано следующим образом: 
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где 
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Около сингулярных точек 0 1 1, + , −  решения ведут себя так: 
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Строим решения в виде ( ) ( 1) ( 1) ( );Mf z x z z zα β= − + ϕ  для функции ( )zϕ  имеем уравнение 
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Требуем 

 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ,M e C m E e D m E e= ± ν − , α = ± − = ± − + , β = ± − = ± − −

связанным состояниям могут соответствовать значения 
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В результате для функции ( )zϕ  получаем уравнение 
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Удобно воспользоваться сокращающими формулы обозначениями:
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Решения для ( )zϕ  строим в виде степенных рядов 0 ,n
nn d z∞

=ϕ = ∑  находим 6-членные рекур-
рентные соотношения: 
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Для анализа вопроса о радиусе сходимости ряда применяем метод Пуанкаре–Перрона. Для 
этого разделим последнее соотношение на 4kd −  
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Делим это уравнение на k 2 и устремляем .k →∞  Для параметра 3 4lim ( )k k kR d d→∞ − −= /  по-
лучаем алгебраическое уравнение 

 2 3 4 5
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1( ) ( 1) ( ) 0 0  1   R z z R z z R z z R z z R R
z z

− + + − + + − = ⇒ = , ± , , .

Следовательно, возможны следующие радиусы сходимости: 

 conv 1 2
1 1R z z
R

= = + , + ∞, | |, | | .+∞, | z1 |, | z2 |. 

Обращаясь к рекуррентным соотношениям (3), убеждаемся, что коэффициент при 4kd −  обра-
щается в нуль: 1 2 3 4 5 0Q Q Q Q Q+ + + + = , это означает, что в (3) имеем фактически 5-членное 
рекуррентное соотношение 

 3 3 2 2 1 1 1 1 0.k k k k k k k k k kS d S d S d S d S d− − − − − − + ++ + + + =  (4)

В качестве правила квантования пробуем условие трансцендентности построенных решений 
Фробениуса, это дает 

 3 1 2 30 3 ( 3)( 4) ( 2)( 3)kS k k k P P P k− = , ≥ , − − + + + − − +

 + 1 2 3 5 1 1 2 3 4 2 2 3( ) ( ) 0Q Q Q Q z Q Q Q Q z Q Q+ − − − − + − − − − + − = ,  

что с учетом явного вида коэффициентов можно записать как 

 2
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 2 2 2 22( 3) 2( 3) 9 6 2 4 2 2 0M M M m e E+ +β − α + − β + − + + σ ν − − = .  (5)

Теперь учтем равенства 

 2 2 2 2( ) ( )m E e m E eα = + − + , β = ± − − ,
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e
+
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тогда (5) принимает вид (разный в зависимости от выбора β): 
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Будем следить сразу за обоими вариантами. Выражение слева можно разложить в произведе-
ние двух множителей (пусть 3 0 1k n n− = , = , , ... ): 

 ( )2 2 2 2( ) ( )m E e m E e n− + ± − − + ×

 × 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0m E e m E e n e e 
  
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× − + ± − − + + ν − + ν − = .

При верхнем знаке (когда 0β > ) первый сомножитель положительный и не может быть равен 
нулю, в этом случае остается только уравнение 
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 2 2 2 2 2 2 2 20 ( ) ( ) 0m E e m E e n e e 
  
 

β > , − + + − − + + ν − + ν − = ;

но оно не имеет решений в физической области параметров, поскольку слева все слагаемые по-
ложительные. Теперь рассматриваем случай нижнего знака (когда 0β < ) 

 ( )2 2 2 2( ) ( )m E e m E e n− + − − − + ×

 × 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0.m E e m E e n e e 
  
 

× − + − − − + + ν − + ν − =

Возникают два альтернативных уравнения: 

 2 2 2 2( ) ( ) 0m E e m E e n− + − − − + = ; (6)

 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0m E e m E e n e e− + − − − + + ν − + ν − = . (7)

В первое уравнение (6) не входит параметр 1 2,jν = + /  наиболее интересный случай (7): 

 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 0m E e eE m E e eE n e N− − + − − − − = + ν − = > . 

Отсюда следует формула для уровней энергии 

 
2 2 2

2 2
2

2

1 ( )
2

1

e N m nE m N e
e
N

− + /
= , = + ν − .

+
 (8)

Найденный спектр похож на спектр, известный из построенного в гипергеометрических 
функциях точного решения уравнения Клейна–Фока–Гордона с учетом кулоновского поля на 
фоне пространства Лобачевского. Существует ограничение: выражение под корнем в (8) должно 
быть положительным, это дает 

 
2 2

21 e N
m
+

> .  

Выясним, нельзя ли получить решения с этим спектром на основе полиномов. Для этого сле-
дует обратиться к рекуррентным формулам (4) 

 3 3 2 2 1 1 1 1 0k k k k k k k k k kS d S d S d S d S d− − − − − − + ++ + + + = .

Пусть 3 0,kS − =  отсюда следует спектр (8). Если при этом выполняются еще три равенства, то  
в силу рекуррентных формул ряд оборвется до полиномов: 

 2 1 1 20 0 0 0 0k k k k kd d d d d− − + += , = , = ⇒ = , = , ...  

Легко можно убедиться с использованием численных методов, что при значениях энергии, сле-
дующих из условия трансцендентности, степенные ряды не обрываются. Например, пусть 5,n =  
тогда при 

 31 2 10 1 5 1999,99258815142177581
137

e m n= , = ⋅ , ν = , = , ε = ;  

при сохранении 20 членов ряда убеждаемся, что он не превращается в полином: 

 6 2 6 3 4( ) 1 730657,434 4,57148738 10 5,274935 10 602972,6478z z z z zϕ = + − ⋅ + ⋅ − +

 5 6 7 8591399,332 586542,255 634277,967 680299,381272z z z z+ + + + +
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 + 9 10 11 12723806,99277 764600,05174 802779,5976 838564,1712z z z z+ + + + + ... ;

напоминаем, что tanh( 2) tanh ,
2
Rz r= / =
ρ

 ρ – радиус кривизны пространства. 

Атом водорода в сферическом пространстве Римана. В сферическом пространстве Рима- 
на 3S  уравнение Дирака с учетом кулоновского потенциала приводит к системе двух уравнений: 

 0 0
sin tan sin tan

d e d ef E m g g E m f
dr r r dr r r

ν ν       + + + + = , − − + − = ;       
       

 

[0 ]r∈ , π  – безразмерная радиальная координата. Преобразуем систему уравнений к новой пе-
ременной 

 
2

2 2
1 2tan cos sin [0 )

2 1 1
r z izz i r r z i

z z
+ −

= , = , = , ∈ , + ∞ ;
− −

 

в результате получим 

 0
1 1

df e iE e im iE e imf g
dz z z z z

ν − + − − − + + + + = , − + 

 0
1 1

dg e iE e im iE e img f
dz z z z z

ν − + + + − − + − + + = . − + 
 

Отсюда следует уравнение 2-го порядка для функции ( ) :f z  

 
2

2 2
1 1 1 2

1 1 2 ( )
d f ez iE im df

z z z dzdz ez i E m z e
 − + +

+ + + + + − + − + + 

 
2 22 2 2 2 2

2 2
2 ( ) ( ) ( )2

1 ( 1)
Ee E m e m mE ie E iei

ez zz z

 − + ν − ν − + ν − ++ ++ − + + + +
− −

 
2 2 2 2 2 2

2 2
( ) 2 [ ( ) 2( ) ]( ) 0

1 [ 2 ( ) ]( 1)
m E ie m iez E m E m eE ie f

z e ez i E m z ez

− + − ν − − + ν + + + +−+ + + = .
+ − + + −+ 

 (9)

Используем обозначение 0E m
e
+

= σ > ,  уравнение (9) имеет 6 особых точек: 

 2
1 20 1 1z i  

 ,  
 

, ∞, ± , = σ ± σ + ;  

физической областью изменения переменной является интервал [0 ).z i∈ , + ∞  Уравнение (9) мо-
жет быть записано короче: 

 
2

2
1 2

1 1 1 1 1
1 1

d f df
z z z z z z z dzdz

 + + + − − + − + − − 

 
2 2

2 2 2
1 2

2 0,
1 1 ( 1)( 1)

C D i e C C D D A B f
z z z z z z zz zz

 − + σν − ν − ν − ν
+ + − + + + + + = 

− + − −+−  

где 

 
2 2

1 2

1 2 2 1

2 1 2 2 1 2
,

iz iz
A B

z z z z

   
   
   

ν σ + + σ ν σ + + σ
= − , = −

− −

 2 2 2 2( ) ( ) 4 .C E ie m D E ie m iEe C D= − + + , = − − + , − = −
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Строим решения Фробениуса в виде ( ) ( 1) ( 1) ( );Mf z z z z zα β= − + ϕ  для функции ( )zϕ  полу-
чаем уравнение 

 
2

2
1 2

2 1 2 1 2 1 1 1
1 1

d M d
z z z z z z z dzdz

ϕ + α + β + ϕ + + + − − + − + − − 

 
2 2 2 2 2

2 2 2( 1) ( 1)
M e C D

z z z

 + − ν α + β +
+ + + +

− +

 1 1 2 2

2 1

( ) (2 1) 2 ( ) ( 2 )C D M i M M z i z z z
z z z z

− − α −β + + σ ν + − σ +
+ + +

 1 2

1 2

2 2 2 (1 )
1 ( 1)( 1)( 1)

M C M z z
z z z z

+ α / + β / − + ν + α + αβ α −
+ − −

− − − −

 1 2

1 2

2 2 2 (1 )
1 ( 1)( 1)( 1)

M D M z z
z z z z

+ α / + β / − + ν + β + αβ β −
− + +

+ + + +

 
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 0
1 1 1 1

M MA B
z z z z z z z z z z

α β α β   + − − − + − − − ϕ = .   − − + − − +   

Требуем 

 2 2M e= ± ν − ,

 2 2 2 2 2( ) 2C E ie m E m e ieEα = ± − = ± + − = ± − − + ,

 2 2 2 2 2( ) 2D E ie m E m e ieEβ = ± − = ± − − = ± − − − .  

Чтобы решения обращались в нуль около точки 0 ( 0),z r= =  нужно использовать положи тельное 
значение для параметра M: 2 2M e= + ν − ;  около точки ( )z r= +∞ = π  множитель перед ( )zϕ  
ведет себя так: 

 
2 2 ( )( 1) ( 1)M ez z z xα β ν − + α+β− + ,  

в зависимости от знаков при α, β  имеем 4 возможности: 

 2 2 2 2 2 2( ) 2 2 0E m e ieE E m e ieE−, − α +β = − − − + − − − − < ;

 2 2 2 2 2 2( ) 2 2 0E m e ieE E m e ieE+, + α +β = − − + + − − − > ;

 

 

только две первые возможности могут дать стремящийся к нулю множитель перед ( ).zϕ  
В результате для функции ( )zϕ  получаем уравнение 

 
2

2
1 2

2 1 2 1 2 1 1 1
1 1

d M d
z z z z z z z dzdz

ϕ + α + β + ϕ + + + − − + − + − − 

 1 1 2 2

2 1

( ) (2 1) 2 ( ) ( 2 )C D M i M M z i z z z
z z z z

 − − α −β + + σ ν + − σ +
+ + +

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 1 2

1 2

2 2 2 (1 )
1 ( 1)( 1)( 1)

M C M z z
z z z z

+ α / + β / − + ν + α + αβ α −
+ − −

− − − −

 1 2

1 2

2 2 2 (1 )
1 ( 1)( 1)( 1)

M D M z z
z z z z

+ α / + β / − + ν + β + αβ β −
− + +

+ + + +

 
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 0
1 1 1 1

M MA B
z z z z z z z z z z

α β α β   + − − − + − − − ϕ = .   − − + − − +   

Представим его в виде 

 
2

1 2 3 1 2 3 4 5
2

1 2 1 2

1 1 0
1 1 1 1

d P P P d Q Q Q Q Q
z z z z z z z dz z z z z z z zdz

ϕ ϕ   + + + − − + + + + + ϕ = .   − + − − − + − −   

Решения для ( )zϕ  строим в виде степенных рядов, приходим к 6-членным соотношениям: 

 1 2 3 4 5 44 ( ) kk Q Q Q Q Q d −≥ , + + + + + ( )1 2 3[( 3)( 4) 2 ( 3)k k P P P k− − + + + − − +

 1 2 3 5 1 1 2 3 4 2 2 3 3( ) ( ) ] kQ Q Q Q z Q Q Q Q z Q Q d −+ − − − − + − − − − + − +

 1 2 1 2 3 1 1 2 3 2 2 3[( ) ( 2)( 3) {(1 ) (1 ) }( 2)z z k k P P P z P P P z P P k+ − − − − + − − − + − − − + − − +

 3 1 2 2 1 2 3 2 1 4 5 1 1 2 3 1 2 2 2 1 2] kQ z z Q z z Q z Q Q Q Q z z Q z Q z Q z d −+ + + − − − + + − − +

 1 2 1 2 1 3 2 2 1 2 1 1 2 3 1 2 3 1 2 2[( 1)( 1)( 2) (2 )( 1)z z k k P P z P z P z z P z z P z z P z P z k+ − − − + − − + + + + + − − +

 1 2 2 1 2 5 1 1 1 3 1 2 4 2 1] kQ z Q z z Q z Q z Q z z Q z d −+ + + + − + +

 1 2 1 2 1 1 3 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2[( ) ( 1) ( ) ] kz z k k z z P z P z z P z P z z k Q z z d+ + − + − − + − + + − +

 1 2 1 1 2 1[ ( 1) ( 1)] 0kz z k k P z z k d ++ − + − + = .  (10)

Для анализа вопроса о радиусе сходимости ряда применим метод Пуанкаре–Перрона. Так, нахо-
дим возможные радиусы сходимости 

 conv 1 2
1 1R z z
R

= = + , + ∞, | |, | | .  

Убеждаемся, что коэффициент при 4kd −  в (10) обращается тождественно в нуль, это означает, что 
в (10) имеем 5-членное рекуррентное соотношение 

 3 3 2 2 1 1 1 14 0k k k k k k k k k kk S d S d S d S d S d− − − − − − + +≥ , + + + + = .  

Используем условие трансцендентности решений, что дает уравнение 

 3 1 2 30 3 ( 3)( 4) ( 2)( 3)kS k k k P P P k− = , ≥ , − − + + + − − +

 1 2 3 5 1 1 2 3 4 2 2 3( ) ( ) 0Q Q Q Q z Q Q Q Q z Q Q+ − − − − + − − − − + − = ,  

которое с учетом явного вида коэффициентов можно записать следующим образом: 

 2
1 2(2 2 2 6) ( 2 ) ( 2 )k M k B i z A i z+ + α + β − − + σν − + σν +

 (2 2 6) (2 6) 6 2 9 0M M M C D+ + β − α + − β − − − + ν + = .

Учтем выражения для    A B C D, , , : 

 
2 2

1 2

1 2 2 1

2 ( 1 2 ) 2 ( 1 2 )iz izA B
z z z z

ν σ + + σ ν σ + + σ
= − , = − ,

− −
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 2 2 2 2( ) ( ) 4C E ie m D E ie m iEe C D= − + + , = − − + , − = − ,

в результате условие трансцендентности примет вид 

 2
1 22 ( 3) 2 ( ) 2( 3) 2( 3)k k M i z z M M+ + α +β − − σν + + +β − α + − β +

 2 2 2 29 6 2 4 2 2 0M m e E+ − − − νσ − + = .  (11)

Проследим за двумя возможностями. Пусть 

 2 2 2 2 2 2( ) ( )M e E ie m E ie m= ν − , α = + + − , β = + − − ,  

тогда (11) дает 

 
2

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 3 ( ) 0E ie m E ie m k e e 
  
 

+ − + − − + − + ν − − ν − = ;

левую часть можно разложить в произведение двух сомножителей 

 ( )2 2 2 2( ) ( ) 3E ie m E ie m k+ − + − − + − ×

 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 3 2 0E ie m E ie m k e 
  
 

× + − + − − + − + ν − = ,

т. е. возникают два уравнения (пусть 3n k= − ) 

 2 2 2 2( ) ( ) 0E ie m E ie m n+ − + − − + = ,  

 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 0E ie m E ie m n e+ − + − − + + ν − = .  

Теперь пусть 

 2 2 2 2 2 2, ( ) ( )M e E ie m E ie m= ν − α = − + − , β = − − − ,  

тогда 

 
2

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( 3) ( ) 0E ie m E ie m k e e 
  
 

+ − + − − − − − ν − − ν − = .

Левую часть последнего уравнения можно разложить в произведение двух сомножителей 

 ( )2 2 2 2( ) ( ) ( 3)E ie m E ie m k× + − + − − − − ×

 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( 3) 2 0E ie m E ie m k e 
  
 

× + − + − − − − − ν − = ,

т. е. возникают два уравнения 

 2 2 2 2( ) ( ) 0,E ie m E ie m n+ − + − − − =  (12)

 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 0E ie m E ie m n e+ − + − − − − ν − = .

Приводящим к физическому спектру энергии является уравнение (12): 

 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 2 .E ie m N E ie m N n e+ − = − − − , = / + ν −

Отсюда устанавливаем следующий спектр энергий: 

 
2 2 2

2 2
2 2

1 ( )
21

e N m n McE m N e m
e N

+ + / ρ
= , = + ν − , = .

+ / 
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Аналогично случаю пространства Лобачевского можно убедиться, что соответствующие 
этому спектру энергии решения не могут быть построены на основе полиномов. 

Заключение. В работе показано, что воспользовавшись условием трансцендентности реше-
ний Фробениуса для частицы в кулоновском поле на фоне пространств Лобачевского–Римана, 
можно получить спектры энергий, которые интерпретируются физически; вместе со спектрами 
построены и точные решения. Отметим, что пока нельзя утверждать, что полученные спектры 
являются полностью корректными, поскольку не доказанной является квадратичная интегриру-
емость найденных решений, хотя есть возможность тестировать квадратичную интегрируемость 
численными методами. 
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