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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ЛАКСА–РЯБЕНЬКОГО–ФИЛИППОВА  
НА НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ

Аннотация. Теорема эквивалентности Лакса, утверждающая, что при наличии аппроксимации разностной схе-
мы устойчивость является необходимым и достаточным условием ее сходимости, обобщается на абстрактные нели-
нейные разностные задачи с операторами, действующими в конечномерных банаховых пространствах. В отличие от 
линейных конечно-разностных методов, такой критерий в нелинейном случае удается установить лишь для безус-
ловно устойчивых вычислительных методов, когда соответствующие априорные оценки имеют место при достаточно 
малом |h| ≤ h0. При этом величина h0 зависит как от согласованности дискретных и непрерывных норм в банаховых 
пространствах, так и от величины возмущения входных данных задачи. Доказанный критерий сходимости применя-
ется для исследования устойчивости по начальным данным разностных схем, аппроксимирующих квазилинейные 
параболические уравнения с нелинейностями неограниченного роста.
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Abstract. In this paper, Lax’s equivalence theorem, which states that stability is a necessary and sufficient condition for 
its convergence in the presence of an approximation of a difference scheme, is generalized to abstract nonlinear difference 
problems with operators acting in finite dimensional Banach spaces. In contrast to linear finite-difference methods, such  
a criterion in the nonlinear case can be established only for unconditionally stable computational methods, when the 
corresponding a priori estimates take place for sufficiently small |h| ≤ h0. In this case, the value of h0 depends both on the 
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Введение. Фундаментальными понятиями теории разностных схем являются аппроксима-

ция, устойчивость и следующая из них сходимость (теорема Филиппова–Рябенького [1]). Это 
утверждение имеет место как для линейных, так и нелинейных разностных задач [2]. В западной 
литературе подобный результат известен как теорема эквивалентности Лакса [3], утверждаю-
щая, что для согласованного конечно-разностного метода для корректно поставленной линейной 
начально-краевой задачи для уравнений в частных производных разностный метод сходится 
тогда и только тогда, когда он устойчив. Как известно, согласованность – это требование аппрок-
симации корректно поставленной дифференциальной задачи. В нелинейном случае из сходимо-
сти, вообще говоря, не следует устойчивость [4]. 
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Многими авторами была предпринята попытка о расширении результатов Лакса на нелиней-
ные разностные задачи. Обзор этих подходов представлен в [5] и связан в основном с другими 
определениями устойчивости типа слабой устойчивости или слабой обобщенной устойчивости.

В настоящей работе теорема эквивалентности Лакса обобщается на абстрактные нелинейные 
разностные задачи с операторами, действующими в конечномерных банаховых пространствах. 
В отличие от линейных конечно-разностных методов, такой критерий в нелинейном случае уда-
ется установить лишь для безусловно устойчивых вычислительных методов, когда соответству-
ющие априорные оценки имеют место при достаточно малом 0.h h≤  При этом величина h0 зави-
сит как от согласованности дискретных и непрерывных норм в банаховых пространствах, так  
и от величины возмущения входных данных задачи. В работе подчеркивается тесная и нераз-
рывная связь понятий устойчивости в дискретном и непрерывном случаях. 

Постановка задачи и основные определения. Пусть kH  банахово пространство с нормой 
, 1, 2.k k⋅ =  1 2:L H H→  – нелинейный неограниченный дифференциальный оператор, отобра-

жающий 1u H∈  в 2H  и 2f H∈  – задано. Рассмотрим следующее операторное уравнение:

  .Lu f=  (1)

Далее предполагаем, что задача (1) поставлена корректно по Адамару, т. е. 
решение существует и единственно при всех входных данных 2f H∈ ;
решение непрерывно зависит от входных данных, т. е. существует такая положительная по-

стоянная 0 0,c >  удовлетворяющая следующему неравенству:

 01 2
,u u c f f- ≤ -  (2)

где 1u H∈  решение задачи (1) с возмущенными входными данными 2 , 0,kf H c∈ >  – положи-
тельная постоянная и в каждом конкретном случае своя, 0,1, ....k =

Свойство решения дифференциальной задачи (1), выраженное неравенством (2), и называет-
ся устойчивостью решения u по отношению к малому возмущению входных данных f.

Для приближенного решения задачи (1) будем использовать разностную схему (абстрактная 
запись) 

 .h hL y = ϕ  (3)

Здесь 1 2 2: , ,h h h h hL H H H→ ϕ ∈  аппроксимируют L и f соответственно, , 1, 2,khH k =  конеч-
номерные банаховы пространства, зависящие от положительного параметра h, являющегося век-
тором некоторого нормированного пространства с нормой .h  

В работе будем придерживаться основных определений теории разностных схем, данных  
в [2; 5].

Под аппроксимацией разностной схемы (3) на решении дифференциальной задачи (1) будем 
понимать невязку

 ( ) ,h h h h h h h h hL u L u Lu fψ = -ϕ = - + -ϕ

для которой

 
3

32 , const 0.k
h h Mh kψ ≤ = >  (4)

Мы говорим, что разностная схема аппроксимирует дифференциальную задачу, если 

  ( )
2

0h h h h
L u Lu- →  и 2 0h h hf - ϕ →  при 0.h →  (5)

Для всех элементов из mH  и mhH  полагаем, что ,mh hg gΠ =  где mhΠ  – проектор. В случае 
непрерывных функций mhΠ  – идентичный оператор, т. е. 

 ( ) ( ) ( ), 1, 2; .mh mh m m hg x g x g x m x= Π = = ∈ω
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Будем предполагать также, что введенные в khH  сеточные нормы kh⋅  согласованы с соот-
ветствующими нормами ⋅  в пространствах , 1, 2 :kH k =

 
, 1, 2,mk

h mmh mg g c h m- ≤ =

для всех , , 0.h mh m mg H g H k∈ ∈ >
Кроме того, будем предполагать, что разностная схема (3) аппроксимирует корректно постав-

ленную задачу (1) в смысле выполнения соотношений (4), (5).
Напомним также, что решение разностной схемы сходится к решению дифференциальной 

задачи со скоростью 3( ),kO h  если выполнено неравенство 

 
3

31 .k
h hy u c h- ≤

Критерий сходимости. Сформулируем и докажем теперь основной результат данной работы. 
Т е о р е м а 1. Пусть дана корректно поставленная задача (1) и пусть ее конечно-разностная 

аппроксимация удовлетворяет условию согласованности. Тогда безусловная устойчивость 
необходима и достаточна для сходимости разностной схемы.

Необходимость была доказана ранее (см., напр., [2]). Для полноты изложения мы повторим 
здесь это доказательство. Итак, пусть разностная схема (3) является безусловно устойчивой. Это 
означает, что существует такая постоянная 4 ,c  не зависящая от , , ,h y y  что при всех достаточно 
малых 0 ,h h≤  имеет место априорная оценка 

 41 2 ,h hh hy y c- ≤ ϕ -ϕ  (6)

где y  – решение задачи (3) с входными данными 2 .h hHϕ ∈

Напомним также, что если неравенство (6) выполнено для произвольных ,h  то такая схема 
называется абсолютно устойчивой [2].

Рассмотрим невязку ψ  и выразим отсюда

 .h h h h hL u = ψ + ϕ = ϕ  (7)

В силу определения устойчивости имеем исходя из (4), (6), (7) 

 4 41 2 2 0h h h hh h hy u c c- ≤ ϕ -ϕ = ψ →   при  0.h →

Итак, необходимость доказана.
Докажем теперь, что из сходимости следует безусловная устойчивость схемы, т. е. существу-

ет такая положительная константа 4 ,c  что при достаточно малом 

 
41/

0 0 5 4 1 2 32, , min{ , , },k
h h hh h h c k k k k≤ = ϕ -ϕ =  (8)

имеет место оценка (6).
Используя сделанные выше предположения и пользуясь неравенством треугольника для норм, 

приходим к неравенству

  3 1

3 1 3 1 2

1 1

5 11 1 1 1

5 1 0 5 1 0 2 02 2

( ) ( )

.

h h h hh h
k k

h h hh h h
k k k k k

h h h

y y y u y u u u

y u y u u u c h c h u u

c h c h c f f c h c h c c h c f f

- = - - - + - ≤

≤ - + - + - ≤ + + - ≤

≤ + + - ≤ + + + -

   

   

 

 (9)

В последнем выражении рассмотрим слагаемое

 
3

2 2

2 2 2

( )

.

h h h h h h h hh h
k

h h h h hh h h

f f f f

M h

- = - ϕ - -ϕ + ϕ -ϕ ≤

≤ ψ + ϕ -ϕ ≤ + ϕ -ϕ

 

 

 
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Учитывая последнее неравенство в (9), приходим к оценке (6), выражающей безусловную 
устойчивость разностной схемы (3) в предположении (8).

Теорема доказана. 
Устойчивость разностных схем, аппроксимирующих квазилинейные параболические 

уравнения. Теория разностных схем для нелинейных уравнений математической физики с неог-
раниченной нелинейностью является одной из наиболее сложных и актуальных областей вычис-
лительной математики. Вопросы сходимости разностных схем для данного класса задач иссле-
довалась многими авторами [6–8]. 

Несмотря на полученные оценки точности решений разностных схем, аппроксимирующих 
квазилинейные и нелинейные уравнения математической физики, вопрос об их устойчивости 
оставался долгое время открытым. На наш взгляд, главная причина отсутствия научных резуль-
татов в этом направлении связана с необходимостью предварительного получения априорных 
оценок не только для разностного решения в задаче для возмущения ,y y yδ = -  но и для его про-
изводных в сильной равномерной метрике.

Доказанный в данной работе критерий сходимости нелинейных разностных схем позволяет 
без особых трудностей доказать безусловную устойчивость разностных методов, для которых 
уже доказана сходимость.

В качестве примера в области 

 [0 ], { : 0 },TQ t T x x l= Ω× ≤ ≤ Ω = ≤ ≤

рассмотрим первую краевую задачу для квазилинейного уравнения теплопроводности 

 
( ) , ( , ) ,T

u uk u x t Q
t x x

∂ ∂ ∂ = ∈ ∂ ∂ ∂ 
 (10)

 0 1 2( , 0) ( ), ; (0, ) ( ), ( , ) ( ), 0.u x u x x u t t u l t t t= ∈Ω = µ = µ >  (11)

Введем область значений точного решения

 0 0{ : , 0, ( , ) }u TD u u u M u x t Q= ≤ ≤ > ∈

и определим ее окрестность

 { : , , 0}.u uD u u u r u D r= - < ∈ >


 

В задачах с неограниченной нелинейностью предполагается, что 

 0 0( ) , 0,k u r r≥ >  для всех ,uu D∈

( )k u  имеет все ограниченные производные в .uD


Будем предполагать дальше, что задача (10), (11) корректно поставлена в следующем смысле:
А) существует единственное решение 2 ,1( , ) ( ), 0,5 , 1,Tu x t C Q+λ +β∈ < λ β <  причем 2 2/u x∂ ∂  

липщиц-непрерывна по переменной t. Здесь 1 2, ( )m m
TC Q+λ +β  – класс функций, имеющих в TQ  

непрерывные производные по x до порядка 1m  включительно и по t до порядка 2 ,m  которые 
удовлетворяют условию Гельдера с показателями ,λ β  соответственно;

Б) решение устойчиво в равномерной норме для всех 2 ,1, ( )Tu u C Q+λ +β∈  по отношению к ма-
лому возмущению начальных данных

  0 0 0( ) ( ) ,
TC Q Cu u c u u Ω- ≤ - 

где  – решение задачи (10), (11) с возмущенным начальным 

условием 0.u
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На равномерной сетке , { , 0, , },h h h ix ih i N hN lτ τω = ω ×ω ω = = = =  0{ , 0, ,nt n n Nτω = = τ =  
0 }N Tτ =  исходную дифференциальную задачу аппроксимируем консервативной чисто неявной 

разностной схемой 

 (0,5) (0,5) 1ˆ ˆ( ( )) , ( ) / 2,t x x i iy k y y y y y-= = +  (12)

 
0 1 1 1 1

0 0 1 2, 0,1, ..., ; , .n n n n
i i Ny u i N y y+ + + += = = µ = µ  (13)

Здесь использованы стандартные обозначения теории разностных схем [2]:

 
1

1ˆ ˆ( , ), ( ) / , , ( ) / ,n n
i i n t i x i iy y y x t y y y y y y y y h+

-= = = - τ = = -

 1 1 , 1 ,( ) / , ( ) ( ) / .x i i x x i x i i x iy y y h ay a y a y h+ + += - = -

Вопросы точности разностной схемы (12), (13) подробно изучались в [8]. В частности, для 
погрешности аппроксимации (0,5)ˆ ˆ( ( ) )t x xu k u uψ = - +  на решении дифференциальной задачи бы-
ла получена оценка 

 ( ) ( ), const 0,
hC M h M
τ

λ β
ωψ ≤ + τ = >

и доказана следующая оценка точности 

 
0,5 0,5

3( ) ( ),
hCy u c h
τ

λ- β-
ω- ≤ + τ

где как обычно ( ) ( ) ( , )
max , max .

h hh hC Cx x tτ τ
ω ω∈ω ∈ω

⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅

Очевидно, что и для возмущенной разностной схемы может быть доказана аналогичная оценка 

 
0,5 0,5

3( ) ( ); 0,5 , 1.
hCy u c h
τ

λ- β-
ω- ≤ + τ < λ β < 

На основании изложенного заключаем, что 

 
0,5 0,5

3 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ( ) .
h h h hC C C C Cy y y u y u u u c h u u
τ τ τ τ

λ- β-
ω ω ω ω Ω- ≤ - + - + - ≤ + τ + -    

Очевидно, что при достаточно малых 0 0, ,h h≤ τ ≤ τ  удовлетворяющих неравенству 

 
0,5 0,5

3 0 0 ( )2 ( ) ,Cc h u uλ- β-
Ω+ τ ≤ -

разностная схема (12), (13) безусловно устойчива в С-норме по начальным данным и имеет место 
неравенство 

 0 0( ) ( )2 .
hC Cy y u u
τω Ω- ≤ - 

З а м е ч а н и е. Аналогично исследуется безусловная устойчивость разностных схем, аппро-
ксимирующих начально-краевую задачу для квазилинейного параболического уравнения с обоб  -
щенными решениями [9]. Более детально этот вопрос будет обсуждаться в отдельной работе.
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