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ДИОФАНТОВЫ ПРИБЛИЖЕНИЯ С ПОСТОЯННОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ  
НЕРАВЕНСТВ НА КОРОТКИХ ИНТЕРВАЛАХ

(Представлено академиком В. И. Корзюком)

Аннотация. В метрической теории диофантовых приближений одной из основных задач, приводящих к точным 
характеристикам в классификациях Малера и Коксмы, является оценка меры Лебега множества точек x B I∈ ⊂  
интервала I, для которых выполняется неравенство | ( ) | ,wP x Q-<  ,w n>  1Q >  для полиномов ( ) [ ],P x x∈  deg ,P n≤  

( ) .H P Q≤  В разных промежутках изменения w методы получения оценок разные. В данной работе при 1w n> +  мы 

получаем оценку 
1

1( ) .
w

nB c n Q
-

-
µ <  Наилучшая к настоящему времени оценка имела вид 2( ) .

w n
nc n Q
-

-
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OF INEQUALITIES ON SHORT INTERVALS
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Abstract. In the metric theory of Diophantine approximations, one of the main problems leading to exact characteristics 
in the classifications of Mahler and Koksma is to estimate the Lebesgue measure of the points x B I∈ ⊂  from the interval I 
such as the inequality | ( ) | ,wP x Q-<  ,w n>  1Q >  for the polynomials ( ) [ ],P x x∈  deg ,P n≤  ( )H P Q≤  is satisfied. The 
methods of obtaining estimates are different at different intervals of w change. In this article, at 1w n> +  we get the estimate 

1

1( ) .
w

nB c n Q
-

-
µ <  The best estimate to date was 2( ) .

w n
nc n Q
-

-
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В середине XIX в. Лиувилль и Дирихле [1] обратили внимание на естественную задачу 
о близости действительных и рациональных чисел. Пусть ,a∈  p и 0q ≠  − целые числа. 
Насколько малым может быть число

 p
q

δ = a -  

при изменяющихся p и q? Если q зафиксировать, то величина 1
2q

δ =  является наилучшей из 

возможных, поскольку число a всегда можно заключить в интервал 1, ,l lI
q q
 +

=  
 

 и взять p l=  

или 1,p l= +  в зависимости от того, к какому из концов отрезка I число a ближе. Поэтому 
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неравенство 1
2

p
q q

a - ≤  неулучшаемо, так как можно взять 2 1.
2
p

q
+

a =  Дирихле предложил 

не фиксировать q и доказал следующее утверждение.
Т е о р е м а Д и р и х л е. Пусть ,a∈  а 1Q >  − натуральное число. Тогда существуют 

натуральное число 1 q Q≤ ≤  и целое p, удовлетворяющие неравенству

 1 .p
q qQ

a - <  (1)

Из теоремы Дирихле следует неравенство

 2
1 .p

q q
a - <  (2)

И если a − иррациональное число, то неравенство (2) имеет бесконечное число решений 
в целых числах p и q. Неравенство (2) практически неулучшаемо.

Т е о р е м а Г у р в и ц а [2; 3]. Для любого иррационального числа β неравенство

 
2

1
5

p
q q

β - <

имеет бесконечное число решений в целых p и q. Существуют числа 1β ∈ такие, что 0,∀ε >  
0 ( ),q∃ ε  0 ( ), ,q q p∀ > ε ∈  верно неравенство

 
1 2

1 .
( 5 )

p
q q

β - >
+ ε

В качестве числа 1,β  например, можно взять 1
5 1.
2
-

β =

Исследование разрешимости неравенств p
q

a - < ε является одной из самых интересных  

и актуальных задач теории диофантовых приближений. Ознакомиться с ними можно по моно-
графиям [2–6].

Т е о р е м а Л и у в и л л я. Пусть a − алгебраическое число степени 2.n ≥  Тогда при любых 
целых p и q справедливо неравенство

 ( , ) .n
p c n
q q

a
a - <  (3)

При 2n =  неравенство (3) точное. При 2n >  ключевые задачи о неравенстве (3) не решены, 
хотя подвергались атакам многих выдающихся математиков [3–6].

Если переписать неравенство (1) в виде

 
1,xq p Q -- <

то теорема Дирихле показывает, что в каждой действительной точке x некоторый многочлен 
1( )P x qx p= -  принимает значения, по модулю не превосходящие 1.Q -

Пусть Bµ  − мера Лебега измеримого множества B _ R, ( )xΨ  − монотонно убывающая функ-
ция положительного аргумента x, I _ R − интервал, Iµ  − длина I. Почти все точки интервала – это 
все точки I без точек ,x B I∈ ⊂  0,Bµ =  а 1( )Ψ  − множество ,x I∈  для которых неравенство

 ( )xq p q- < Ψ

имеет бесконечное число решений в целых p и q.
Т е о р е м а Х и н ч и н а [7]. Справедливы равенства

 1
1

1

0,      ( ) ,
( )

,    ( ) .

q

q

q

I q

∞

=

∞

=


Ψ < ∞

µ Ψ = 
µ Ψ = ∞

∑

∑
  (4)
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Сила теоремы Хинчина состоит в том, что различие между медленно сходящимися рядами  
и медленно расходящимися рядами порой несущественно для начальных членов ряда и сказыва-
ется только на членах с очень большими номерами.

Что изменится, если вместо 1( )P x  = qx – p поставить многочлен произвольной степени

 1
1 1 0( ) ?n n

n n nP x a x a x a x a−
−= + + + +  (5)

В (5) величина n − степень многочлена ( ),nP x  а 
0
max | |j

j n
H a

≤ ≤
=  − высота ( ).nP x

Задачи о значениях многочленов ( )nP x  в конкретных точках x − классические задачи теории 
чисел. Так, Эрмит доказал, что ( ) 0nP e ≠  ни при каком ( ) 0,nP x ≡  а Линдеман доказал, что 

( ) 0nP π ≠  ни при каком ( ) 0.nP x ≡  Эти результаты стали крупными вехами в теории чисел.
Методом Дирихле нетрудно доказать, что для всех x верно неравенство

 | ( ) | ( ) ,n
nP x c n H −<   x  I. (6)

Хинчин [8] доказал, что для почти всех x I∈  и любом 0ε >  неравенство

 | ( ) | n
nP x H −< ε

имеет бесконечно много решений в полиномах ( ).nP x
Обозначим через ( )n Ψ  множество ,x I∈  для которых неравенство

 1| ( ) | ( )n
nP x H H− +< Ψ  (7)

имеет бесконечно много решений в полиномах ( ).nP x  Следующее утверждение усиливает и обоб- 
щает теорему Хинчина (4) и при Ψ(H) = H–v, v > 1, впервые доказана Спринджуком [4; 12].

Т е о р е м а 1. Справедливы равенства

 

1

1

0,      ( ) ,
( )

,    ( ) .

H
n

H

H

I H

∞

=
∞

=


Ψ < ∞µ Ψ = 

µ Ψ = ∞

∑

∑


Случай сходимости в теореме 1 был доказан В. Берником [5], а случай расходимости – В. Бе-
ресневичем [9].

Теорема 1, как и другие теоремы в метрической теории диофантовых приближений находит 
приложения в уравнениях математической физики при разрешении проблемы малых знаменате-
лей [5; 10]. В последние 10 лет метрические теоремы используются для теоретического обоснова-
ния антенных устройств [11].

Цель настоящей работы – получить метрические теоремы о разрешимости неравенств вида 
(6), (7), удобные для приложений.

Обозначим через ( , )n Q w  множество точек ,x I∈  для которых разрешимо неравенство

 | ( ) | ,w
nP x Q −<  1,Q >  w n> , (8)

в классе полиномов
 ( ) { ( ) [ ], deg , ( ) }.n Q P x x P n H P Q= ∈ ≤ ≤

Из предыдущих, уже доказанных, теорем можно получить, что ( , )n Q wµ < ε  при 0 ( ),Q Q> ε  
однако скорость стремления величины ( , )n Q wµ  к нулю была неизвестна. В [6] Н. Бударина до-
казала неравенство

 ( , ) ,
w n

nn Q w Q
−

−
µ <  .w n>

В [6] также получено неравенство

 ( , ) ( ) ,w n
n Q w c n Q − +µ <  1.n w n< < +  (9)

В данной работе мы доказываем следующую теорему.
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Теорема 2. При 1w n≥ +  справедливо неравенство

 
1

1( , ) ( )
w

nn Q w c n Q
-

-
µ < .

Заметим, что неравенства (8), (9) в некоторых диапазонах изменения w близки к окончатель-
ным. Далее через 1 1 2( ), , ...c c n c=  обозначаем величины, зависящие от n и не зависящие от H и Q.

Л е м м а 1 [4; 12]. Пусть 1a  − ближайший к x корень полинома ( ),P x  тогда

 ( )
1

1
1 1 1 2 1

1
2 min ( ) '( ) .n j

j
j n

x P x P -

≤ ≤
- a < a a -a a -a

Корни 1 2, , , na a a  упорядочены следующим образом:

 1 2 1 3 1 .na -a ≤ a -a ≤ ≤ a -a

Для фиксированного полинома ( )P x  высоты H определим числа ,jρ  2 j n≤ ≤ , из уравнений

 1 .j
j H ρa -a =

Для достаточно малой величины 0ε >  определим натуральное число 1[ ] 1T -= ε +  так, что 
1 .T - < ε
Целые числа jl  однозначно найдем из неравенств

 
1

,j j
j

l l
T T
-

≤ ρ ≤

и положим 1
1( ).j j nT l l-
+ρ = + +

Нетрудно доказать [4; 12], что в данной задаче количество векторов 2( , , )nl l l  конечно, зави-
сит только от n, ε и не зависит от H и Q.

Положим
 1

2 1 1 ,m l T p-= + - + ∆  0 1 .< ∆ < - ε  (10)

Если ,m∉  то будем рассматривать 1
2 1[ 1 ] .m l T p-= + - + ∆ ∈  Определим множества

 1
1 1( ) { : 2 ( ) },nn w

n P x x Q P -- ′σ = -a < a  1,nw w n= ≥ +  (11)

 1
1 1( ) { : 2 ( ) },mm w

m P x x cQ P -- ′σ = -a < a  1 .m n≤ <  (12)

Из (10), (11) следует, что

 ( ) 2 ( ).n mn m w w
n mP cQ P- - +µσ < µσ

Зафиксируем вектор 1( , , ),n mb a a +  0 2,m n≤ < -  координаты которого являются коэффи- 
циентами многочлена ( ) ( ).nP x Q∈  Количество таких векторов b  не превышает величины 
( )2 1 2n m n n mQ Q- -+ <  при достаточно большом Q. Множество полиномов с одним и тем же векто-
ром b  будем обозначать ( ).V b  Интервалы ( )m Pσ  поделим на существенные и несущественные:

а) интервал 1( ),m Pσ  1 1( ) ( ) ( )nP x B V b Q∈ =   будем называть существенным, если для любо-
го другого полинома 2 1( )P x B∈  выполняется неравенство

 1 2 1
1( ( ) ( )) ( ).
2m m mP P Pµ σ σ ≤ µσ

б) интервал 1( )m Pσ  будем называть несущественным, если найдется такой полином 2 1( ) ,P x B∈  
что

 1 2 1
1( ( ) ( )) ( ).
2m m mP P Pµ σ σ > µσ

Рассмотрим существенные интервалы ( ).m Pσ  Ясно, что
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 1

( ) 2 ,m
P B

P I
∈

µσ ≤ µ∑

откуда из неравенства (12) имеем

 
1

( ) .n m n mw w w w n m
m

b P B b
P c Q cQ- + - + + -

∈
µσ < <∑ ∑ ∑

В случае несущественных интервалов ( )m Pσ  разложим полиномы ( )P x  на ( )m Pσ  в ряд 
Тейлора в окрестности корня 1 1( )Pa = a :

 
2 ( )

1 1 1 1 1 1
1 1( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) .
2 !

n nP x P x P x P x
n

′ ′′+ a -a + a -a + + a -a

Воспользуемся оценками 1 ( ) ,mw
mx P cQ -- a < µσ <  11

1( ) ,pP Q -′ a <   что при-
ведет к неравенству

 ( ) ,mwP x cQ -<  ( ).mx P∈σ

Если среди полиномов 1 1( ) ( ) ( )j jR x P x P x+= -  окажутся хотя бы два полинома без общих кор-
ней, то применим к ним лемму 2.

Л е м м а 2 [8]. Пусть на интервале I, ,I Q -ηµ =  0η > , два полинома 1( ),P x  2 ( ),P x  deg ( ) ,jP x n≤  
( ( )) ,jH P x Q≤  1, 2,j =  удовлетворяют неравенству

 1 2max( ( ) , ( ) ) ,
x I

P x P x Q -τ

∈
<  0.τ >

Тогда 0∀δ >  0 ( )Q∃ δ  0 ( )Q Q∀ > δ  верно неравенство

 1 2max( 2 , 0) 2 .nτ + + τ + - η < + δ

Учитывая, что коэффициенты у полиномов ( )P x  при 1, ...,n mx x +  совпадают, имеем

 ( ) ,mw
jR x cQ -<  deg ( )jR x m≤

и при 
 3 3 2 2mw m+ - η > + δ

получаем противоречие.
Если таких полиномов не найдется, то полиномы ( )jR x  приводимы. Запишем их в виде

 1 2( ) ( ) ( ).j j jR x t x t x= ⋅

Обозначим 1 1deg ( ) 1,jt x n m= ≤ -  1( ( )) .jH t x Qλ=  Ясно, что 2 1deg ( ) ,jt x m n≤ -  1
2( ( )) .jH t x cQ -λ<

Неравенство
 
справедливо для всех точек ( ).mx P∈σ  Обозначим через a такое действительное число, для кото-
рого неравенство

 1( ) at x Q -<

верно для всех точек 2 ( ),mx B R∈ ⊂ σ  2
1 ( ),
2 mB Rµ > µσ  но уже неравенство

 
1

1( ) ,at x Q - -ε<  1 0,ε >

справедливо только на множестве 2 ( ),mB R⊂ σ  2
1 ( ).
2 mB Rµ ≤ µσ  Из введенных определений сле-

дует, что на всем интервале (12) справедливо неравенство

 1( ) ,at x Q -
  1 1( ) ,

a

t x Q
-
λ

  1 .Q Qλ=  (13)
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На множестве 3 2( ) \ ,mB R B= σ  3
1 ( )
2 mB Rµ > µσ  верно неравенство 1

1( ) .at x Q - -ε
  Поэтому 

1
2 ( ) m at x Q - + +ε

  и для всех ( )mx R∈σ  верно неравенство

 
1

1 12 2( ) ,
m a

m at x Q Q
- -ε

-- + +ε -λ
   1

2 .Q Q -λ=

Обозначим через 4B  множество ( ),mx R∈σ  для которых неравенство (13) разрешимо в поли-
номах 1( )t x  степени 1n  и высоты .Qλ  Данное множество может быть покрыто интервалами с сум-

марной мерой не более 1 1
1 ,

a
a

n ncQ Q

+λ
+λλ- -

  и если 

 1
1

,
a w
n nQ Q
+λ -- -
  (14)

то теорема 2 доказана. Перепишем неравенство, противоположное неравенству (14), в виде

 1 ( 1).na w
n
λ

≤ λ + -  (15)

Аналогично поступим с многочленом 2 ( )t x  и докажем теорему 2, или придем к неравенству

 1
1

(1 )1 ( 1).m
nw a w

n-
- λ

- ≤ - λ + -  (16)

Выполнение неравенств (15) и (16) одновременно невозможно, что и доказывает теорему при 
1

2 1 1 .m l T p-= + - + ∆  Если 1 ,
2

∆ >  то поменяем интервал I, уменьшив его в 
1
2Q

-
 раз, и повторим те 

же рассуждения, но уже при 1
2 1

3 .
2

m l T p-= + - + ∆
Предложенный метод применим до 1m n= -  и 1

2 1 .l T p n- + =  Если

 1
2 1 ,l T p n- + >  (17)

то применяем метод Фолькмана–Спринджука [4; 12]. При этом оценка 1x -a  с первой производ-
ной в знаменателе не является наилучшей. Возьмем оценку для 1x -a  из леммы 2 при 2.j =   
В этом случае нет необходимости переходить от многочленов ( )P x  степени n к многочленам 
меньших степеней. Для неприводимых полиномов воспользуемся леммой 2, а для приводимых 
сведем задачу к системе неравенств (15)–(16), которая является противоречивой. Окончание до-
казательства теоремы приведем в виде отдельного предложения.

П р е д л о ж е н и е. Теорема 2 верна при выполнении неравенства (17).
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