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УПАКОВОЧНЫЕ РАЗМЕРНОСТИ БАССЕЙНОВ  
В ПРОСТРАНСТВЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

(Представлено членом-корреспондентом В. В. Гороховиком)

Аннотация. Рассматривается пространство бесконечных сигналов, составленных из букв конечного алфавита. 
Каждый сигнал порождает последовательность эмпирических мер на алфавите и отвечающее этой последовательно-
сти предельное множество. Все пространство сигналов разбивается на узкие бассейны, состоящие из сигналов  
с одинаковыми предельными множествами для эмпирических мер, и для каждого узкого бассейна вычисляется упа-
ковочная размерность.
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Abstract. We consider a space of infinite signals composed of finite-alphabet letters. Each signal generates a sequence of 
empirical measures on the alphabet and a limit set corresponding to this sequence. The space of signals is partitioned into 
narrow basins consisting of signals with identical limit sets for the empirical measures, and the packing dimension is comput-
ed for each narrow basin.
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Введение. Пусть на конечном множестве Х задано распределение вероятностей μ. Рассмо-
трим последовательность независимых случайных величин 1 2( , , ),x x x= …  принимающих значе-
ния в Х и имеющих распределение μ. По усиленному закону больших чисел для каждого y X∈   
с единичной вероятностью

  
(1)
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Определим бассейн ( )B µ  как множество последовательностей 21( , , ) ,x x x X= … ∈   для кото-
рых имеет место сходимость (1). Из усиленного закона больших чисел вытекает, что ( ( )) 1Bµ µ =  
и ( ( )) 0Bµ ν =  для всех распределений ν ≠ µ (другими словами, последовательности из ( )B µ  на-
блюдаются с единичной вероятностью по отношению к распределению Бернулли ,µ  а последо-
вательности из других бассейнов ( )B ν  наблюдаются с нулевой вероятностью).

Более тонкой характеристикой бассейнов (по сравнению с вероятностью) является размер-
ность. В частности, хаусдорфовы размерности бассейнов были вычислены в работах Биллингсли 
[1; 2].

Очевидно, в пространстве X N существуют иррегулярные последовательности, не принадлежа-
щие ни одному из бассейнов ( ).B ν  Множество таких иррегулярных последовательностей имеет 
нулевую вероятность по отношению к любому распределению Бернулли .ν  Данное сообщение 
посвящено тонкой классификации множества иррегулярных последовательностей. Это множество 
разбивается на так называемые узкие бассейны, определяемые множествами предельных точек 
последовательностей эмпирических мер ,x nd  из (1). Хаусдорфовы размерности узких бассейнов 
были вычислены в [3]. В этом сообщении находятся их упаковочные размерности.

Упаковочные размерности множеств и локальные размерности мер. Напомним опреде-
ления упаковочных мер и размерностей. Упаковкой множества А в метрическом пространстве M 
называется любой конечный или счeтный набор шаров ( , )i iB x r  с центрами ix A∈  и радиусами 

,ir  для которых выполняется условие ( , )i j i jx x r rρ > +  при .i j≠  Упаковку, состоящую из шаров 
радиуса не больше ,e  будем называть ε-упаковкой. 

Для всякого 0s >  положим

 
Очевидно, ( )sC Ae  не возрастает при уменьшении ,e  и потому существует предел

 0
( ) lim ( ).s sC A C Ae

e→
=

Мы будем называть его емкостью множества A размерности s. 
Упаковочной мерой размерности s множества A называется число

 
а его упаковочная размерность определяется как

 
{ }dim inf 0 ( ) 0 .s

P A s P A= > =

Пусть на метрическом пространстве M задана борелевская мера μ. Функция

 0 0

ln ( ( , ))( ) sup , ,
ln

lim
r

B x rD x x M
rµ

→ +

µ
= ∈

называется верхней локальной размерностью меры μ. 
Следующая теорема позволяет вычислять упаковочные размерности множеств с помощью ло-

кальных размерностей мер.
Т е о р е м а 1 [4, Proposition 2.3]. Если для подмножества A _ M найдется такая конечная бо-

релевская мера µ на M, что ( )D x sµ ≤  для всех точек ,x A∈  то тогда dim .P A s≤  А если ( )D x sµ ≥  
для всех x A∈  и при этом внешняя мера μ*(А) положительна, то в таком случае dim .P A s≥

Бассейны в пространстве последовательностей. Рассмотрим конечное множество 
{1, , }.X r= …  Ниже оно будет называться алфавитом, а его элементы буквами. Всякие последова-

тельности букв (конечные и бесконечные) мы будем назвать сигналами. Совокупность конечных 
сигналов длины n естественно обозначить как Xn, а множество всех бесконечных сигналов как
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Любую начальную часть сигнала будем называть его префиксом.
Пусть M(X) – совокупность всех вероятностных мер на X: 

 
Очевидно, множество M(X) выпукло и компактно. Для каждой буквы i X∈  обозначим через id  
единичную меру, сосредоточенную в i, т. е.

 
Каждый бесконечный сигнал 1 2( , , )x x x X= … ∈   определяет последовательность эмпириче-

ских мер , ( ),x n M Xd ∈  порожденных его префиксами длины n: 

 
1

,
nx x

x n n
d + + d

d =


(иначе говоря, , ( )x n yd  – это средняя частота буквы y среди 1, , ).nx x…
Для каждого бесконечного сигнала x обозначим через V(x) множество всех предельных точек 

последовательности , ( ).x n M Xd ∈  В силу компактности M(X) это множество непусто. Более того,  
в [3, лемма 3] доказано, что оно компактно и связно.

Для всякого подмножества ( )W M X⊂  определим в X N следующие множества: бассейн ( )B W , 
узкий бассейн ( )NB W  и широкий бассейн ( )WB W  формулами

 
{ }( ) ( ) ,B W x X V x W= ∈ ⊂

 
{ }( ) ( ) ,NB W x X V x W= ∈ =

 
{ }( ) ( ) .WB W x X V x W= ∈ ∩ ≠ ∅

Иначе говоря, ( )B W  – это совокупность таких бесконечных сигналов ,x  для которых множество 
предельных точек последовательности эмпирических мер ,x nd  содержится в ,W  ( )NB W  – это со-
вокупность таких бесконечных сигналов ,x  для которых множество предельных точек последо-
вательности ,x nd  совпадает с ,W  а ( )WB W  – это совокупность таких бесконечных сигналов ,x  для 
которых последовательность ,x nd  имеет хотя бы одну предельную точку в .W  При этом, очевидно,

 ( ) ( ) ( ).NB W B W WB W⊂ ⊂

Из вышеупомянутой компактности и связности ( )V x  следует, что узкий бассейн может быть 
непуст только тогда, когда множество W  непусто, компактно и связно. С другой стороны, в [3, лем-
ма 6] доказано, что для любого непустого связного компакта ( )W M X⊂  соответствующий узкий 
бассейн ( )NB W  действительно непуст. Что касается бассейнов ( )B W  и ( ),WB W  то они непусты для 
всех W ≠ ∅. 

Всякий бесконечный сигнал x однозначно определяет множество ( ).V x  Поэтому узкие бас-
сейны, отвечающие разным множествам ,W  не пересекаются между собой. Таким образом, все 
пространство бесконечных сигналов X N оказывается разбито на узкие бассейны, отвечающие все-
возможным связным компактам ( ).W M X⊂  Однако бассейны двух других типов могут иметь не-
пустые пересечения.

Упаковочные размерности бассейнов. Зафиксируем набор чисел ( (1), , ( )),rq = q … q  где 
( ) (0,1)iq ∈  для каждой буквы .i X∈  Определим с его помощью метрику ρ на X N следующим 

образом:

 
 (2)

(здесь n – длина наибольшего общего префикса x и y). 
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Рассмотрим функцию

 

1

1

( ) ln ( )
( , ) , ( ).

( ) ln ( )

r

i
r

i

i i
S M X

i i

=

=

µ µ
µ q = µ∈

µ q

∑

∑

Легко видеть, что она непрерывно зависит от µ (если положить 0 ln 0 0).=
Основным результатом сообщения являются следующие две теоремы, которые могут быть до-

казаны при помощи теоремы 1.
Т е о р е м а 2. Пусть на пространстве X N задана метрика (2). Тогда для любого непустого 

связного компакта ( )W M X⊂

 
dim ( ) sup ( , ),P

W
NB W S

µ∈
= µ q

где dim P обозначает упаковочную размерность.
Т е о р е м а 3. Для любого непустого подмножества ( )W M X⊂

 
dim ( ) sup ( , ),P

W
B W S

µ∈
= µ q

 ( )
dim ( ) dim sup ( , ).P P

M X
WB W X S

µ∈
= = µ q

З а м е ч а н и е. Хаусдорфовы размерности бассейнов ( )B W  вычислены в [1; 2] (при допол-
нительном условии ( ) 1,iq =∑  которое на самом деле можно отбросить), а размерности широких 
бассейнов были вычислены в [5]. Они имеют вид

 
dim ( ) dim ( ) sup ( , ).H H

W
B W WB W S

µ∈
= = µ q

Хаусдорфовы размерности узких бассейнов были вычислены в [3]:

 
dim ( ) inf ( , ).H

W
NB W S

µ∈
= µ q

Что касается упаковочных размерностей бассейнов, то, насколько нам известно, до сих пор 
они никем не изучались.
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